Le lemme fondamental pour les groupes unitaires 
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Abstract. Let G be an unramified reductive group over a non archimedian local field F. The so-called 
Langlands Fundamental Lemma is a family of conjectural identities between orbital intégrais for G{F) and orbital 
intégrais for endoscopie groups of G. In this paper we prove the Langlands fundamental lemma in the particular 
case where _F is a finite extension of Fp((t)), G is a unitary group and p>rank(G). Waldspurger has shown 
that this particular case implies the Langlands fundamental lemma for unitary groups of rank <p when F is 
any finite extension of Qp. 

We follow in part a strategy initiated by Goresky, Kottwitz and MacPherson. Our main new tool is a 
déformation of orbital intégrais which is constructed with the help of the Hitchin fibration for unitary groups 
over projective curves. 

0. Introduction 

0.1. Le lemme fondamental de Langlands et Shelstad 

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle différente de 2, 
F' «son» extension quadratique non ramifiée et r l'élément non trivial du groupe de 
Galois de F' sur F. On considère le groupe unitaire quasi-déployé G = U(n) sur F dont 
le groupe des points rationnels sur F est 

G{F) = {ge GL(n, F') \ r*Cg)<è^g = $ J 

où la matrice a pour seules entrées non nulles les {^n)i,n+i-i = 1- 

Soient n = ni + n2 une partition non triviale et H = U(ni) x U(n2) le groupe 

endoscopique de G correspondant. 

Soient S = (5i,52) un élément semi-simple, régulier et elliptique de H (F) et T = 

Ti X T2 C U(ni) X 11(71-2) = H son centralisateur; Ti et T2 sont des tores maximaux 

de U(ni) et U(n2) qui sont anisotropes sur F. Fixons un plongement de T comme tore 

maximal dans G et notons 7 l'image de ô par ce plongement. Supposons que l'élément 

semi-simple et elliptique 7 est régulier dans G. 

L'ensemble des classes de conjugaison dans la classe de conjugaison stable de 7 dans 

G{F) est en bijection naturelle A t— > 7^ avec le groupe fini A = = {A G (Z/2Z)^ | 
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Xi + . . . + Xr — 0} OÙ r est le rang du F'-tore déployé maximal contenu dans le 
centralisateur de 7 dans GL(n, F'). De même l'ensemble des classes de conjugaison dans la 
classe de conjugaison stable de S dans H (F) est en bijection naturelle X ^ = {ô^^ , ^2^) 
avec le sous-groupe A-'^ = A^,^ x A^^ de A où ri et r2 sont les rangs des F'-tores déployés 
maximaux contenus dans les centralisateurs de Si dans GL(ni, F') et Ô2 dans GL(ri2, F'). 
On a bien sûr r — ri + r2. Pour chaque A G A, le centralisateur de 7'^ est une forme 
intérieure de T et est donc isomorphe à T. De même, pour chaque A G A^ C A, le 
centralisateur de 5^ est une forme intérieure de T et est donc lui aussi isomorphe à 
T. 

Notons Op' l'anneau des entiers de F'. Soient K = = G{F) fl GL(n, Of') et 
= Kn^ X les sous-groupes maximaux standard de G{F) et H [F). On normalise 
les mesures de Haar d^ et àh de G {F) et H {F) en demandant que K et soient de 
volume 1. On considère les intégrales orbitales 



(1k) = / ^K{g-^l^g) 



pour A e A et 



'T^(F)\G(F) 

JS^(F)\H{F) 



pour A G A^. On a fixé une mesure de Haar sur par exemple celle qui donne le 

volume 1 au sous-groupe compact maximal, et on a transporté, par les isomorphismes 
entre et T et entre et T signalés plus haut, cette mesure en la mesure de Haar 
dt^ sur T^{F) pour chaque A G A et en la mesure de Haar ds^ sur S^{F) pour chaque 
Ag A^. 

Soit /î : A — * {il} le caractère dont le noyau est exactement Ah- On forme 
suivant Langlands et Shelstad (cf. [La-Sh]) les combinaisons linéaires d'intégrales orbitales 
suivantes : la K-intégrale orbitale 

O^(lx) = 5Z/î(A) 0^x{1k) 
AeA 

et l'intégrale orbitale stable endoscopique 

sof(i^«)= J2 of4iK«). 

Langlands et Shelstad (cf. [La-Sh]) ont défini un facteur de transfert A{'y,S), qui est 
le produit d'un signe et de la puissance 

|^g/h(7)I^ 



du nombre d'éléments du corps résiduel de F, et ils ont conjecturé 
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Lemme Fondamental. — On a l'identité 

0;(lK) = A(7,5)SOf(lK.). 

Waldspurger a démontré que pour établir cette conjecture pour F une extension finie 
de Qp, il suffisait de le faire lorsque F est une extension finie de ¥p{{t)) (cf. [Wal 1]), et 
ce après avoir remplacé les groupes G et H par leurs algèbres de Lie (cf. [Hal] , [Wal 2] , 
[Wal 3]). 

L'objet de cet article est de terminer la démonstration du lemme fondamental pour 
les groupes unitaires de rang n < p en traitant ce dernier cas : voir le théorème 1.5.1 
pour l'énoncé précis. 

0.2. Notre stratégie 

Dans la preuve présentée ici, nous utilisons des idées de Goresky, Kottwitz et 

MacPherson, et du premier auteur, idées qui ont été introduites dans les travaux 
antérieurs [G-K-M] et [Lan]. Comme dans [G-K-M] on exprime le facteur de transfert 
à l'aide d'une fièche en cohomologie équivariante de sorte que le lemme fondamental se 
déduit d'un isomorphisme en cohomologie équivariante. Comme dans [Lau] on utilise un 
argument de déformation, qui fait « glisser » d'une situation d'intersection très compliquée 
vers une situation d'intersection transversale. 

Les résultats de [G-K-M] dans le cas non ramifié pour un groupe réductif quelconque, 
et de [Lau] dans le cas éventuellement ramifié, mais pour le groupe unitaire uniquement, 
supposent démontrée une conjecture de pureté des fibres de Springer. Une telle conjecture 
a été formulée par Goresky, Kottwitz et MacPherson. 

Nous ne savons pas démontrer cette conjecture, mais nous contournons le problème en 
démontrant en fait un autre énoncé de pureté, à savoir la pureté d'un faisceau pervers lié 
à une famille (( universelle » de «^-intégrales orbitales globales. Pour cela nous nous fondons 
sur une interprétation géométrique de la théorie de l'endoscopie de Langlands et Kottwitz 
(cf. [Lan] et [Kot 1]) à l'aide de la fibration de Hitchin ([Hit]). Cette interprétation, 
découverte par le second auteur et présentée ici uniquement dans le cas des groupes 
unitaires, vaut en fait en toute généralité (cf. [Ngo]). Enfin, un argument dans l'esprit de 
([Lau]) permet de conclure. 

0.3. Plan de l'article 

Passons brièvement en revue l'organisation de cet article. Dans le chapitre 1, nous 
explicitons l'énoncé du lemme fondamental pour les groupes unitaires, en termes de 
comptage des réseaux qui sont auto-duaux par rapport à une forme hermitienne et qui 
sont stables par une transformation unitaire. 

Dans le chapitre 2, nous explicitons la construction de la fibration de Hitchin dans le 
cas du groupe unitaire. Nous faisons le lien entre la fibration Hitchin d'un groupe unitaire 
et la fibration de Hitchin d'un de ces groupes endoscopiques. 
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Dans le chapitre 3, le cœur de ce travail, nous démontrons une identité globale, que 
l'on devrait pouvoir identifier à une identité globale qui apparaît dans la stabilisation 
de la formule des traces. L'énoncé principal de ce chapitre est le théorème 3.9.3. On le 
démontre à l'aide d'un isomorphisme en cohomologie équivariante. Comme nous l'avons 
mentionné plus haut, l'isomorphisme en cohomologie équivariante que nous construisons 
est analogue à celui construit antérieurement dans [G-K-M]. Comme nous l'avons déjà 
dit notre construction s'appuie sur un énoncé de pureté, démontré dans le paragraphe 
3.2, et d'un argument de déformation. 

Dans le chapitre 4, nous expliquons comment passer d'une situation locale donnée, à 
une situation globale du type de celle considérée dans le chapitre 3. Ici, l'outil de base est 
un théorème de Bertini rationnel 4.4.1, démontré par Gabber ([Gab]) et Poonen ([Poo]). 
Le comptage de la section (4.6) est analogue à celui du théorème (15.8) de [G-K-M]. 

Enfin, dans un appendice, nous démontrons une variante A. 1.2 du théorème de 
localisation d'Atiyah-Borel-Segal. Puis nous présentons le calcul de la cohomologie 
équivariante d'un fibré en droites projective et d'un fibré en droites projectives pincées. 
Nous démontrons dans le dernier appendice une formule de points fixes. 

0.4. Précautions d'emploi de nos résultats 

Dans ce travail nous avons admis certains résultats sur la cohomologie ^-adique des 
champs algébriques. 

0. 5. Remerciements 

Nous remercions A. Abbcs, J.-B. Bost, L. Breen, M. Brion, J.-F. Dat, O. Gabber, 
D. Gaitsgory, A. Genestier, L. lUusie, S. Kleiman, L. Lafforgue, F. Loeser, M. Raynaud 
et J.-L. Waldspurger pour l'aide qu'ils nous ont apportée durant la préparation de ce 
travail. 

1. Intégrales orbitales et comptage de réseaux 
1.1. Les données 

Pour tout corps local non archimcdicn K on note Ok son anneau des entiers, zuk une 
uniformisante de K et vk ^ Z la valuation discrète normalisée par vk{'^k) = 1- 

Pour toute extension finie L de K, on note Ttl/k '■ L ^ K et N^l/k '■ les 
trace et norme correspondantes. 

Soient F un corps local non archimédien d'égales caractéristiques différentes de 2, 
k = '¥q son corps résiduel et F' son extension quadratique non ramifiée de F (de corps 
résiduel Fq2). 

On se donne une famille finie {Ei)i^i d'extensions finies scparables de F qui sont 
toutes disjointes de F' et, pour chaque i G /, un élément 7^ de l'extension composée 
E[ = EiF' . On note le degré de Ei sur F et r l'élément non trivial des groupes de 
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Galois 

Gal(F7F) ^ Gsil{EyEi). 
On suppose que, pour chaque i G I, engendre E'^ sur F', 7i G 0^' et 

lï + li = 0. 

On suppose de plus que pour tous i ^ j dans / les polynômes minimaux PiiT) et PjiT) 
sur F' de 7^ et 7^ sont premiers entres eux. On suppose enfin que la caractéristique de k 
est > n = Yliiei^i- 

Le tore T de l'introduction est alors le tore anisotrope sur F dont le groupe des 
F-p oints est 

T{F) = \{{x e E[ I x^x = 1} 

et 7 est vu comme un point sur F de l'algèbre de Lie de ce tore. 
1.2. Invariants numériques 

Pour chaque i G /, le polynôme minimal Pi{T) de 7i G 0^;: sur F' est un polynôme 
unitaire de degré ni à coefficients dans Op'- Comme = — 7i, on a de plus P[{T) = 
{-lY^Pi{-T). 

On note 6i la dimension sur k de Oe'./Of'IIt], c'est-à-dire la co-longueur de 0F'[7i] 
comme sous-O^/ -réseau de Oe'- D'après Gorenstein, le conducteur C Of' [7il C 0^' 
de Oe'. dans 0F'[7i] de co-longueur 5i comme sous- Oi?/ -réseau de 0f'[7î] donc 
égal à 

ai = w 

où Ci est l'indice de ramification de Ei sur F. 

Puisque l'extension Fj/F est de degré rii < p, b. fortiori premier à p, la différente 
'^Ei/F est égale à l'idéal w'^~^OEi de Of^ d'après la proposition 13, §6, ch. III, de [Ser]. 
De même, la différente De'/f' est égale à l'idéal w'^~^Oe'. de 0^'- En utilisant loc. cit. 
Cor. 1, on a donc 

fdP \ 25, e. 

Pour tous i j dans /, le résultant Res(Fi, Pj) G F' est non nul puisque les polynômes 
PiiT) et Pj{T) sont premiers entre eux. C'est donc un élément non nul de Op'- On a de 
plus Res(Fi, PjY — (— l)'^i'^j Res(Pi, Pj). La valuation nj > de Res(Pi, Pj) est égale à 

riiVE'. {Pj (7i ) ) ^j^E' {Pi (7i ) ) 

r- ■ = ï = - 

Elle est aussi égale à l'indice du O^'-réseau 0f'[7» ® 7j] ^' comme sous-réseau de 
OF'hi] © OF'hj] c F'. De plus, on a 

Pj{li)OE,[^i] © Pi{ij)OF'bj] c 0F'[7i ® 7j] C Op'bi] © 0f'[7j-] 



6 



puisque Pi(7i©7j) = 0©Pj(7j) et Pj(7i ©7j) = Pji7i)®0, et l'indice de Pj{ji)OF'hi] © 
Pi(7j)0F'[7i] dans 0F'[7i © 7i] ^st aussi égal à rij. 

Pour toute partie J de / on note Ej = ^-^j Ei et E'j = 0j£j-E'|. Ce sont des 
espaces vectoriels de dimension nj = 'Ylii^j'^i sur F et F' respectivement. On note 
aussi Oej = 0jejO£;, et Oe>j = S^ejOs^- Soit 7j e 0^^ l'élément 7j = ©iej7i. La 
sous-0_F/-algèbre 0f'[7j] de Ô^/^ est de co-longueur 

dans Oe'j- 

Soit aj C 0i?/[7j] '^Oe'j le conducteur de Oe'j dans 0f'[7j]- D'après Gorenstein, aj 
est de co-longueur 5j dans Op' [7j] et est égal à 

aj = îï^I'^^Ob/^ 

où Oj = (ai)jgj est la famille des entiers 

ai = ^ 

rii 

et où on a posé zu^, — ©i^jw^, . 
1.3. Formes hermitiennes 

On rappelle que le groupe F^ / Nip/ /f{F'^) est le groupe à deux éléments engendré 
par la classe de n'importe quelle uniformisante wp de F. On l'identifie à Z/2Z dans la 
suite. 

Pour chaque z G / et chaque Cj G E^ , on munit le F'-espace vectoriel E^ de la forme 
hermitienne 

$i,e, : El X El ^ F', {x,y) ^ TvE'jF'ic.x^y)- 
Si tifii/F est le discriminant de Ei/F, c'est-à-dire l'idéal 

de Of, le discriminant de est la classe Ai(ci) G Z/2Z de l'élément 

Nrs,/F(ci)a; C 

dans F^/Nri?//^(F'^) pour n'importe quel générateur x de l'idéal '^Ei/F- Comme rii est 
premier à la caractéristique résiduelle par hypothèse, on a 



^Ei/F = '^F '^F 
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et 

A,(c,) ^ ^F(Nr^,/F(Q)) + - ^ = + n, - ^ (mod 2). 

Plus généralement, pour chaque partie J de / et chaque cj = (cj)jçj G E'j , on munit 
le F'-espace vectoriel E'j de la forme hermitienne 

^J,cj = ®^eJ^^,c, -.E'jXE'j^ F'. 

Le discriminant de ^j,cj est la somme 

^Ai(ci) eZ/2Z 

des discriminants des ^i^a- 
1.4. Réseaux auto-duaux 

Pour chaque partie J de / et chaque cj G , on considère l'ensemble 

{Mj C E'j I Mj"^^ = Mj et 7jMj C Mj} 

des ÛF'-réseaux Mj de E'j qui sont à la fois auto-duairx pour $j,cj et stables par 7j. Ici 
on a noté 

Mj"' ={x&E'j\ ^j,cAx,Mj) c Of'} 
l'orthogonal de Mj pour la forme hermitienne $j,cj- 

Lemme 1.4.1. — Pour chaque partie J de I et chaque cj G Ej, l'ensemble de réseaux 
ci-dessus est un ensemble fini. 

Démonstration : Pour tout réseau dans cet ensemble, on a 

ajMj gMjGOe'jMj 

et 

{Oe'^Mj)^^j c Mj c {ajMj)^^J. 
Or on a Oe' Mj = wJt-'Oe' pour une famille d'entiers mj = {mi)i^j indexée par 
J, et donc ajMj = wI^-'Oe'^, {Qe'^Mj)^'^j = wf^{OE'^)^^^ = w~-/^-'Oe'^ et 

{ajMj)^^j = w~^'^-'{Oe'X'^ = ru~^'~-'^-'OE'^ où bj = {bi)iej est la famille 
d'entiers définie par c"^®^^^ — w^,^OEi- On en déduit que 

bi < 2mj < 2aj + 6j, Vz G J, 
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et que 

d'où le lemme. □ 

L'ensemble des réseaux Mj de E'j qui sont à la fois auto-duaux pour $j,cj et stables 
par 7j, admet encore la description suivante qui est le point de départ de ce travail. 
Considérons la 0_p'-algèbre Aj = 0f'[7j] = ^f'[T]/{Pj{T)) munie de l'involution qui 
induit T sur Of' et qui envoie T sur —T. Alors, Ej est l'anneau total des fractions de 
Aj et les 0_p'-réseaiix Mj C Ej tels que jjMj C Mj ne sont rien d'autre que les idéaiix 
fractionnaires de Aj. Un tel idéal fractionnaire admet un inverse 

MJ^ = {meE'j\ xMj C Aj}. 



Lemme 1.4.2. — Pour tout cj G Ej, l'orthogonal du p' -réseau Aj C E'j relativement 
à la forme hermitienne $ j,cj est 

V Cil^Ui)Pj-{i}{li) J 

Plus généralement, pour tout cj G Ej et tout idéal fractionnaire Mj de Aj on a la 
relation 

M^"' = 1 ®ieJ—rB ^ I M-^. 



Démonstration : Voir la démonstration de la proposition 11, §6, ch. III, de [Ser]. □ 
En particulier, si on note 



A = e E"", Vz e J, 



OÙ s est un élément de Fg2 c F' tel que e'^ — — £, on a Cj = (cj^^^j G E^ et le 
Oi?/-réseau Aj c E'j est auto-dual pour la forme hermitienne ^j,cO • 

Lemme 1.4.3. — On a 



pour toute partie J de I et tout i & J. 



jeJ-{i} 
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Démonstration : On a vu que 

A.(4.).!î^:^+n.-!^(mod2). 

Or 

^E'A^{li)Pj-{i}{li)j=-— + ei-l+ ^ 
d'où le lemme. □ 



1.5. Enoncé du lemme fondamental 

Pour chaque J C / et pour chaque cj tel que X^j^j Ai(cj) = 0, le cardinal de l'ensemble 
fini de réseaux 

O'^', = \{MjCE'j\ Uj"' = Mj et 7jMj c Mj}\ 

ne dépend que de \j{cj) = (A,(c,)),ej. Soit Aj = {Aj G (Z/2Z)-^ | EiejAi = 0}. Pour 
chaque Aj G Aj on peut donc noter 

pour n'importe quel cj tel que Xj{cj) = Xj. 

En fait O^;^ est une intégrale orbitale. Plus précisément, choisissons Cj G Ej tel que 
Aj(cj) = Aj. Comme le discriminant de $j,cj est égal à 1, le F'-espace vectoriel hermitien 
(E'j^^j^cj) est isomorphe au F'-espace hermitien standard (F"^'^, Choisissons un 

tel isomorphisme et considérons le plongement de l'algèbre de Lie de 

Tj{F) = Y[{x G El I x^x = 1} 

ie J 

dans l'algèbre de Lie u{nj) de U(nj) qu'il induit. La classe de G(F)-conjugaison de 
l'image de 7j par ce dernier plongement ne dépend pas des choix que l'on vient 
de faire. Alors, O^;^ est précisément l'intégrale orbitale de la fonction caractéristique du 
compact maximal standard Ânj de u(nj)(F) 

Soit I = I1JII2 une partition de /. La donnée de cette partition équivaut à la donnée 
d'un caractère 

«/i,/2 : A/ {±1} 

à savoir le caractère k défini par 



Ai 
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On a alors la « intégrale orbitale » 

0^= E «(A7-(A?^,A«J)0^^ 

et r(( intégrale orbitale endoscopique stable» 

eA/2 

L'objet de cet article est de démontrer le théorème suivant conjecturé par Langlands 
et Shelstad (cf. [La-Sh]) et appelé par eux le «lemme fondamental pour les groupes 
unitaires» (ou plutôt sa variante algèbre de Lie). 

Théorème 1.5.1. — Sous les hypothèses précédentes, on a la relation 

o:; = (-i)V sof 

où on a posé 

En faisant passer le terme {—lYg"^ de l'autre côté de l'égalité, on fait apparaître dans 
l'expression de la «-intégrale orbitale comme combinaison linéaire d'intégrales orbitales, 
des coefficients 

«(A,-(A?^,A?J)(-1)V^ 

qui sont égaux aux facteurs de transfert de Langlands-Shelstad (cf. [La-Sh]), d'après des 
calculs Waldspurger valables pour tous les groupes classiques (cf. la proposition X.8 de 
[Wal 4]). Ces facteurs sont aussi les mêmes que ceiix définis par Kottwitz à l'aide des 
sections de Kostant (cf. [Kot 2]). 

2. Fibration de Hitchin 

2.1. Schémas en groupes unitaires et fibrés hermitiens 

On fixe une courbe projective, lisse et géométriquement connexe X sur A; = Fg, de 
genre géométrique (7 > 1, et un revêtement étale, galoisien, de degré 2, tt : X' — > X, 
dont l'espace total X' est donc une courbe projective et lisse que l'on suppose aussi 
géométriquement connexe. On note r l'élément non trivial du groupe de Galois de X' 
sur X. 

On fixe un entier n > 1 et l'on suppose que la caractéristique de k est > n, et impaire 
si n = 1. 
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On munit le fibré vectoriel trivial 0^? de rang n > 1 sur X' de la forme hermitienne 

$n : 0^, X 0^, ^ Ox' 

dont la matrice $n a pour seules entrées non nulles les {(^n)i,n+i-i = 1- 
On définit alors le schéma en groupes unitaires G sur X par 

G{S) = {ge Ghn{H\X's, 0^^)) | t*C^)$,^ = 

où pour tout X-schéma 5', on a noté par un indice S le changement de base par le 
morphisme structural S ^ X. 

Le X'-schéma en groupes Gx' = X' ^■k,xG n'est autre que GL^^o^' puisque X' XxX' 
est la somme disjointe de deux copies de X', r échangeant ces deux copies. 

Il s'en suit que la restriction de G au complété formel Spf(Oa;) de X en un point fermé 
X est isomorphe à GL„^o^ si x est décomposé dans X' . Par contre, si x est inerte dans 
X' , cette restriction est un schéma en groupes unitaires non ramifié. 

Le choix de la forme hermitienne assure que G est quasi-déployé : le drapeau 
standard 

(0) C Ox' c 0®? C ■ ■ ■ C 0^? 
est auto-dual et définit donc un X-schéma en sous-groupes de Borel de G. 

Pour tout X-schéma 5", un G^-torseur peut se décrire concrètement comme un fibré 
hermitien (£,$) de rang n formé d'un fibré vectoriel £ de rang n sur X'g muni d'une 
forme hermitienne non dégénérée, c'est-à-dire d'un isomorphisme 

$ : £ ^ T*st^ 

dont le transposé est égal à rS^. On a noté £^ = 'KorriQ , (£, Ox' ) le fibré vectoriel 

dual de £. Pour abréger nous appellerons parfois la donnée d'un tel isomorphisme $ une 
structure unitaire sur le fibré vectoriel £. Le Gs-torseur correspondant est 

7^1somo^, ((0^,,$n), (£,$)) 
s 

muni de l'action évidente à droite de Gs- 
2.2. Paires de Hitchin 

À tout G5-torseur T comme ci-dessus on peut associer le fibré vectoriel ad(T) sur 

S déduit de T par la représentation adjointe de G. Si T correspond au fibré hermitien 

(£, $), ad(T) n'est autre que le sous-fibré vectoriel de rang de ns,* tndo , (£) formé 

s 

des endomorphismes hermitiens de (£,$). 

Soit D un diviseur effectif sur X de degré > 5^ -|- 1. 

Pour chaque entier z, on note {—){iD) le foncteur (— ) ®o-^ Ox{iD) de la catégorie des 
Og-Modules dans elle-même sur n'importe quel X-schéma S. 
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Une paire de Hitchin sur un /c-schéma S (à valeurs dans 2D) est un couple (T, é*) où 
T est un G^x^x-torseur et où 



En termes concrets, une paire de Hitchin sur un /c-schéma S à valeurs dans 2D est un 
triplet, dit aussi de Hitchin, (£, $, é') où (£, $) est un fibré hermitien de rang n sur SxkX' 
et où 

e-.E^ £(2D) 

est un homomorphisme de fibrés vectoriels sur S X' tel que 

$(2L>) 06» + T*C0){2D) o $ = 0. 
On considère le A;-champ M classifiant ces paires. 

Proposition 2.2.1. — Le k-champ M est algébrique et localement de type fini sur k. 

Démonstration : On sait que le champ des fibrés vectoriels £ de rang n sur X' est 
algébrique localement de type fini sur k. Pour prouver la proposition, il suffit donc de 
montrer que les morphismes d'oubli 



2.3. Section de Kostant 

Soient K'/K une extension quadratique de corps de caractéristique différente de 2 et 
a I— > a l'élément non trivial du groupe de Galois de K' / K. Considérons le groupe unitaire 



d e H'^iS XfcX,ad(T)(2D)). 



(£,$) ^ £ 



et 




□ 



G = {geGLn{K')\'g^r^9 = ^n} 



et son algèbre de Lie 



= {eegln(^') 



+ = 0}. 



Le polynôme caractéristique 



• • + an G K'[T] 



de tout ^ e vérifie nécessairement 



Oj = {-lyai 



Vz = 1, . . . , n. 
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Kostant a défini une classe de section 



0{aeK' |â=(-l)^a}^g 



du morphisme polynôme caractéristique. 

En voici un exemple. Dans l'anneau de polynômes Z[i][ai, . . . , a„] muni de la gradu- 
ation pour laquelle Oj est de degré i quel que soit z = 1, . . . , n, il existe des éléments 



ai a2 al 03 aia2 af 

- y ' - y " "8"' - y " ^ + ï6' 



ai 



+ Ci{ai, aj_i), 



tels que bi soit homogène de degré i quel que soit z = 1, . . . , n et que la matrice 



/-bi -62 
1 





V 



-bn-l -2bn \ 
-bn-l 





1 



-62 
-bi ) 



ait pour polynôme caractéristique 

T" + aiT"i + • • • + a„. 

L'application 

n 

0{aeK'|â=(-ira}^0 

qui envoie (ai, . . . , a^) sur la matrice ci-dessus est une section de Kostant. 
2.4. Morphisme de Hitchin 

U espace de Hitchin A est le fc-schéma affine naturellement associé au sous-A;-espace 
vectoriel 

n n 

^H%X',0x'i2iD)r''=(-'y C 0iï°(X',Ox'(2zL»)). 



i=l 



i=l 



Si on note 



la décomposition en sous-Ox-Modules propres pour l'automorphisme r*, A est encore le 
/c-schéma affine naturellement associé au /c-espace vectoriel 
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OÙ on a posé Ld — 'C(2D) (puisque L®'^ est canoniquement isomorphe à Ox)- 

On définit la caractéristique d'un triplet de Hitchin (£, $, 0) sur un A;-schéma S comme 
le 5'-point de A suivant : pour chaque entier i = l,...,n, on considère la trace de 
l'homomorphisme 

i i 

A^^: /\ £^ (/\ £)(2zD) 

qui est une section globale de Ox^ {2iD) ; on a 

T*(trA*^) = (-l)nrA*^ 

puisque $(2D) o 6 + {t* ^){2D) o $ = 0, et ©^^i(-l)nr A^é» est donc un <S-point de A. 
Ci-dessus on a noté X'g — S X' 

Le morphisme de Hitchin est le morphisme de champs algébriques 

/ : A 

qui associe à chaque triplet de Hitchin (£, $, é*) sa caractéristique. 

Pour tout choix d'une section de Kostant comme dans (2.3), on a une section 
correspondante du morphisme de Hitchin, que l'on appelle encore section de Kostant. 
Cette dernière section associe à tout point a de A le triplet (£, $, 0) où £ = ©"^^ Ox'{{'n+ 
1 — 2i)D), oii $ a pour matrice et oii 9 est donné par la matrice de Kostant ci-dessus. 

2.5. Courbes spectrales 

Rappelons la construction de la courbe spectrale associée à un S'-point a de A (cf. 
[B-N-R]). 

Soit p : E = P(Ox © {^d)'^~^) — > X la complétion projective du fibre en droites 
p° : E° = V((XLd)®~^) — ^ X dont les sections sont celles de iLj) ; c'est un fibré en droites 
projectives. On a p*Ox;(l) = Ox © (-C^d)®"^ et la section (1,0) de cette image directe 
définit donc une section globale V de Os(l); de même, on a p*(0e(1) ®0e P*^d) = 
® Ox et la section (0,1) de cette image directe définit une section globale U de 
Oe(1) ©Os P*^d- Le couple {U]V) est un système de coordonnées homogènes relatives 
sur E; le lieu des zéros de U (resp. V) est la section nulle P(Ox) C E° (resp. la section 
à l'infini P((£d)®"^) = E - E°) de E°. 

Si a = ©"^itti est un point de A à valeurs dans un A;-schéma ^S, on a la section 

t/" + (p*ai)Ft/"-i + • • • + {p*anW 

de Os Klfc (C)s(îT') ©Os P*{^d)'^^) dont le lieu des zéros est une S'-courbe projective Ya 
tracée sur la -S-surface projective E5 = S' Xfe S. Cette courbe est par construction un 
revêtement ramifié de degré n de Xg = S X par la restriction Pa 'Ya ^ à Va de 
la projection ps : E5 — > Xs- 
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On remarquera que la courbe spectrale Ya ne coupe pas la section infini et est 
par conséquent entièrement contenue dans la carte T,°g = 5 Xfe S° = {V ^ 0} = 
V{Os Klfc {^d)'^~^)- C'est donc aussi le lieu des zéros dans de la section 

ix-+((p°)*aiK-i + ... + ((p°r«n) 

de Os Klfc (p°)*(-Cd)®"' oùu = y. En particulier, la Oxg-Algèbre Pa,*OYa est isomorphe 
a 

(Os Symo^((Lz,)®-i))A 
où 3 a est l'Idéal engendré par l'image de l'homomorphisme 

n 

Os (i:^)®-" ^ 005 Kfc C Os Sym^JiLn)^-') 

i=0 

de composantes (a^, cin-i, • • • , «i, !)• 

On note D{a) le discriminant de la caractéristique a, c'est-à-dire le résultant du 
polynôme 

+ aiw"-^ + • • • + a„ 

et de sa dérivée 

ntt'^"-^ + (n - l)aitt"~^ H h an-i, 

c'est une section globale de (£;£))®'^('^~^). 

En fait, on a une courbe spectrale universelle 




dont le changement de base par a : (S —> A est Y^- Le morphisme y — > A est projectif, 
plat, localement d'intersection complète, purement de dimension relative 1. Sa fibre la 
plus mauvaise est celle en a = G A : c'est le lieu des zéros de t/", c'est-à-dire la section 
nulle de S° ^ X comptée avec multiplicité n. 

Lemme 2.5.1. — Pour tout point géométrique a de A les conditions suivantes sont 
équivalentes ( on rappelle que p > n) : 

(i) la courbe spectrale Ya est réduite, 

(ii) le revêtement Y"a — > X est étale au-dessus du point générique de X, 
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(iii) le discriminant D{a) n'est pas identiquement nul. □ 

Le plus grand ouvert A'^'^'^ C A au-dessus duquel Y A est à fibres géométriquement 
réduites est donc l'ouvert des a tels que D{a) n'est pas identiquement nul. 

Ce lieu contient l'ouvert l'ouvert A^'®®*^ au-dessus duquel y — > A est lisse. 

Ces lieux sont non vides dès que (Hd)®"' admet une section qui n'a que des zéros 
simples puisqu'alors la courbe spectrale où a = © ■ ■ ■ © © est lisse. D'après le 
théorème de Riemann-Roch et le théorème de Bertini, ces lieux sont donc non vides dès 
que (L^))®"' est très ample, c'est-à-dire dès que 2ndeg{D) > 2g + 1. 

Proposition 2.5.2. — La restriction M^'^'^ de M au-dessus de l'ouvert A^'^^ c A est 
lisse sur Fg . 

Démonstration : Soit (£, $, ^) un triplet de Hitchin dont la caractéristique a est dans 
l'ouvert A'^'^'^ de A. Pour alléger les notations nous supposons dans la suite qu'il s'agit 
d'un A;-point de M, mais l'argument est général. 

La fibre en ce point du complexe tangent à M est le complexe RT{X, K) où 

est un complexe parfait concentré en degrés et 1, avec pour différentielle l'application 
C ^ [d, Il s'agit de voir que H'^{X, K) = (0). 

En utilisant la forme de Killing, on peut identifier le dual du complexe K au complexe 
K (8)0x ■ -P^^ dualité de Serre on est donc ramené à démontrer que 

H\X,-K\K) ®0x ^]c/k) = (0). 

Or 

:K\K) = {7r.p',^,Endo,,mV'=-' 

a 

où (3^, L) e Pa{k) est le point correspondant à (£, ^). Soit p : — > la normalisation 
de la courbe réduite Ya et p' : = X' Xx Y"a — > Y^ son changement de base par tt. On 
a une injection naturelle 

a ^ a 

En effet, si A est un anneau local de Y^ et si A est la normalisation de A dans son anneau 
total des fractions Frac(^), pour tout ^-module M sans torsion de rangs génériques 1, 
on a 

A C EndA(M) C EndFrac(.i)(Frac(A) ®a M) = Frac(A) 
et donc End^(M) C A puisque End a{M) est de type fini sur A. Par suite 

:K^{K) c {7r,p'a,J,0y, r*=-' C 7r,p'a,J,0y, 

a a 

et 

H\X,:K'{K) ^B"' 00. i^'x/k) C H'{Y:,p'*p':7r'^Q],/,{-2D)) 
est nul puisque le degré de 2Z)) est strictement négatif par hypothèse sur D. □ 
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Remarque : La proposition ci-dessus pourrait aussi se déduire d'un résultat de Fantchi, 
Gôttsche et van Straten (cf. la section A de [F-G-S]). □ 

Lemme 2.5.3. — Soient a un point géométrique de A^^'^ et Z une composante 
irréductible de Ya- Alors, il existe un unique entier m compris entre 1 et n et une famille 
unique de sections bj G /î(a) (8>fc H^{X, (Ld)'^-'), 3 = ■ ■ - fn, tels que Z soit le diviseur 
de Cartier sur N{{Ld)®~^) défini par l'équation 

+ iipybi)u^-' + ■■■ + iipTbm) = 0. 

Démonstration : Notons simplement L la fibre de au point générique de K,{a) 
Comme Z est un revêtement fini génériquement étale de «;(a) ®fe X de degré m compris 
entre 1 et n, la théorie de Galois assure qu'il existe des uniques bj G L'^^ et des uniques 
Cfe e L®'^ tels que 

+ aiW"-^ + • • • + a„ = (W"^ + + ■ ■ • + bn){u" + CiW"-"^-^ + • • • + Cn-m)- 

Il ne reste plus qu'à vérifier que chaque bj est en fait dans K{a)®kH^{Xi {^d)®^) C L®^ . 

Il revient au même de se donner la section globale de ou de se donner une 

section 

a, : K{a) ®kX ^ K{a) ®k V((£d)®"') 
de la projection canonique, ou encore de se donner un morphisme 

ai : K{a) ®k A^(^) 

qui est ^ (a) -équi variant au sens où aiitv) ~ t^ai{v). Par suite, la donnée de a équivaut 
à celle d'un morphisme Gm^^^a^-équivariant 

et on cherche à factoriser ce morphisme en 

n{a) ®, W{Jin) - A;:^^,) x.(,) A™ ^ A;:^,^ 

oii la seconde flèche envoie ((j/i, . . . , ym), {zi, ■ ■ ■ , Zn-m)) sur les coefficients (j/i + Zi,y2 + 
Z2 + yiZi, ■ ■ ■,ymZn) du polynÔme produit (T^ + yiT"^-i + - • • + y,„)(T"-"^ + 2;iT"-^-i + 

■ ■ ■ ~l~ -^n— m)- 

Or cette seconde flèche est un revêtement (ramiflé) flni qui est Gjn^(a)-équivariant et 
on a déjà une factorisation au dessus du point générique de /î(a) (8>fc ^ par l'argument 
de théorie de Galois qui précède. Par suite, on a par changement de base un revêtement 
flni Gin^^((j)-équivariant de «(a) (8)fe V(£.o) est une section de ce revêtement au-dessus du 
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point générique de «(a) ®k X- En prenant l'adhérence Z de cette section, on obtient un 
morphisme Gm^f;(a)-équivariant 

Z ^ K{a) ^k^i^o) 

qui est fini et un isomorphisme au-dessus du point générique de K{a) (8)^ X. Un tel 
morphisme est nécessairement un isomorphisme puisque K,{a) ®fc ^(^d) est normal. □ 

2.6. Champs de Picard 

Pour tout y^-point a de A^®*^, on note tTo = X' XxYa ^ Ya le revêtement double 
étale déduit du revêtement double étale tv : X' ^ X et p'^ : X' la projection 

canonique. L'involution r de X' au-dessus de X induit une involution notée encore r de 
Y^ au-dessus de Ya. 

Le champ de Picard relatif de la S'-courbe (à fibres géométriquement réduites) est 
le champ des Oy^/ -Modules inversibles. C'est un champ algébrique localement de type 
fini sur 5" que l'on note Picyv/5. Ce champ est naturellement muni d'une structure de 
groupe induite par le produit tensoriel. En fait, c'est une Gm-gerbe sur le schéma en 
groupes de Picard relatif de Y^/S qui existe sous nos hypothèse. Le champ PicY//5 est 
de plus muni d'une involution compatible à sa structure de groupe, qui envoie 3^ sur 

Le champ de Picard compactifié relatif de Y^ est le champ des Oy^' -Modules cohérents 
H sans torsion de rang 1, c'est-à-dire S'-plats et dont la restriction à chaque fibre de 
Y^ S est partout sans torsion et de rang 1 en chaque point générique. C'est un champ 
algébrique localement de type fini sur S que l'on note Picy^/s- U contient Picy^/g comme 
un ouvert qui est dense fibre à fibre de sa projection sur S puisque Y^ est plongée dans 
une surface relative sur S (cf. [Reg] et [A-I-K]). Le champ Picyv/5 est naturellement muni 
d'une action de Picyv/5 qui prolonge l'action par translation de Picyv/5 sur lui-même et 
qui est induite par le produit tensoriel. Il est de plus muni d'une involution qui envoie 5" 
sur 

5"^ = :Komo (9^, ujy'/x') 
OÙ toy/x' — ®o^/ {Pa^x' /s)'^~^ ^st le Module dualisant relatif de au-dessus 

a, > s ^ a, 'S' 

de Xg = S Xk X' . L'action du champ de Picard sur le champ de Picard compactifié est 
compatible aux involutions que l'on vient de définir. 

Remarque : Pour tout S'-point a de A'^®'^ on a 

i^Ya/SXkX -PaK^D) 

puisque ^î|;o/x extension de {p°)*Q}x P^^ {p°)*^d et que 

{\/t)\ya=p:{LDr-'' 
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OÙ 3a est l'Idéal qui définit Ya dans S E°. Comme X' ^ X est étale, on a aussi 
^Yj^/sx,x' ^p':0x'{2{n-l)D). □ 

L'involution r de induit une autre involution r* sur les champs Picyv/5 et Picy^/s- 
On note 

Pa = (Picy^vs) ^ ^ 

la partie primitive pour cette involution, c'est-à-dire le champ des couples (5", t) où 3^ est 
un Oy'-Module inversible et où t : 3" isomorphisme de Oy-Modules 

tel que l = t*(<-®~ ). De même on note 

le champ des couples {H, t) où 5" est un Oy^-Module cohérent sans torsion de rang 1 et 
où i : 5" T*5'^ est un isomorphisme de Oy^-Modules tel que t = t*{l^). On a encore 
une action de Pa sur Pa mais on n'a plus a priori de plongement de Pa dans Pa- Un tel 
plongement existe après le choix d'une section, par exemple une section de Kostant. 

Bien sûr, pour S — A^'^^ et a l'identité de A^'^'^, on obtient des champs universels 
P A""""^ et P ^ A"^^^. 

On remarque que, pour tout 5" G Pa{S), Pa*3^ est un fibré vectoriel de rang n sur 
Xg = S Xk X' et que 

On a donc un morphisme de A'^^'^-champs 

P A""^^ Xa m 

qui envoie (3", i) G Pa{S) sur le triplet de Hitchin (£, $, 9) sur 5' de caractéristique a où 
£ = Pa,*3', où 

$ = p'.^^i : £ = p;,,3^ ^ Pa,*T*3^^ = T*(p;,,3^)^ = T*£^ 
vérifie l'équation $ = t*($^) et où 9 est défini par l'homomorphisme 

Ox',{-2D) C Symo^, (Ox^(-2i?))/a; = (K)*Or^ - £ndo,, (£), 
étant l'Idéal engendré par l'image de l'homomorphisme 

n 

i=o ^ 

de composantes (a^, a^_i, . . . , ai, 1). 

La proposition suivante est une variante d'un résultat de Beauville, Narasimhan et 
Ramanan (cf. [B-N-R]). 
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Proposition 2.6.1. — Le morphisme de -champs 

P A""^^ xa m 

défini ci-dessus est un isomorphisme. 

Démonstration : Pour démontrer que ce morphisme est un isomorphisme, nous allons 
construire un inverse. Soit (£,$,^) un triplet de Hitchin sur S de caractéristique 
a G A'^^'^{S). Comme on l'a vu ci-dessus, la section globale 6 G H'^{Xg, Endo^, (£) 00^^/ 

Ox'(2D)) munit £ d'une structure de (Og Symg^, (Ox' (-2L')))-Module. Puisque ce 
triplet a pour caractéristique a, ce (O5 Kl^ SymQ , (Ox'(— 2D)))-Module est en fait un 
(Os Kfe Symo^,(0x'(-2L')))/J'a-Module. Le Oy^^Module correspondant 3" est alors S- 
plat et fibres par fibres un Module sans torsion de rang 1 sur (voir [B-N-R]). Comme 
on l'a vu ci-dessus, par dualité, la donnée d'une structure unitaire $ sur £ est équivalente 
à la donnée d'un isomorphisme t : 3^ T*(!f^) qui vérifie t = t*{l^). □ 

En particulier, la restriction à A^^^ d'une section de Kostant (cf. la fin de la section 
(2.4)) est l'image d'une section de P, qui est dite encore de Kostant. 

Vu notre choix de il y a une section de Kostant (3C, lx) de P particulièrement 
jolie. Elle est donnée de la façon suivante. Pour tout .S-point a de A"^*"^ le Oy^-Module 
inversible p'*Ox'{in' — 1)-D) où TTy^ : — > est induit par tt, est une racine carrée de 
•^y^'/SxfcX', et on pose 

a*X = p':Ox'{{n - 1)D) = n^,pm{n - 1)D) 

et on prend pour 

a*ix : T*(a*3<:) ^ u^yjsx.x' ®o,, (a*(3<:)®-^) = a*X 

l'isomorphisme de descente de a*X en p*£((n — 1)-D). 
2.7. Variante endoscopique 

Soit ni -\- 712 = n une partition de n en deux entiers > 1. On peut considérer les 
X-schéma en groupes unitaires Gi et G2 définis comme G mais après avoir remplacé n 
par ni et n2 et le X-schéma en groupes produit 

H = Gi Xx G2- 

On a des morphismes de Hitchin /i : Mi — > Ai et /2 : M2 A2 où Aq, est le /c-schéma 
affine naturellement associé au A;-espace vectoriel 

ne 

0jf°(x,(M®') 
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pour CK = 1, 2 et on peut considérer leur produit 

fjj = MH = Ml Xfe Ma ^ Al A2 = A^. 
On a un morphisme de fn dans / 

Mh M 

+ / 
Ah > A 

i 

qui envoie ((£1, $1, é'i), (£2, $2, é'2)) sur 

(£l©£2,$l©$2,6'l©é'2) 

et (ai, 02) sur 

a = (ai,i + 02,1, ai, 2 + «i, 102,1 + «2,2, • • • , cii,niCi2,n2) 

de sorte que 

+ ai,iu"i-^ + ■ ■ ■ + ai,ni)K' + «2,1^*"'"^ + ■ ■ ■ + a2,n2) = (w'' + aiu''-^ + ■ • ■ + On). 

En particulier, pour tous points ai de Ai et 02 de A2 à valeurs dans un /c-schéma S la 
courbe spectrale l^i(ai,a2) = 5" Xjt S° est le diviseur de Cartier relatif (à S) somme 

des diviseurs de Cartier relatifs Yi^ai ^2,02 où ^a,aa ^ ^st définie comme C 
après avoir remplacé n par na et a par aQ.. 

La courbe spectrale endoscopique universelle Yh Ah est par définition la courbe 
relative somme disjointes 

YH = Yi Xfc A2nAi Xfcy2 

oii Fi C Al Xfc E et I2 C A2 Xfe E sont les courbes spectrales universelles pour Gi et G2- 
D'après ce qui précède, c'est la normalisation partielle 

Yh ^ Ah xaY = Yi X k A2 + Al x^ Y2 C Ah x^ S 

qui sépare les composantes Yi x^ A2 et Ai x^ ^2- 

Avec des notations évidentes on a aussi un An-champ de Picard 

Ph = (Pic:K^/A«)-*=(-)^" = Pi Xfc P2 
qui agit sur le An-champ Mh par l'action produit de celle de Pi sur Ai et celle de 
P2 sur A2. Le morphisme de /h dans / est P-équivariant où P agit sur Ah à travers 
l'homomorphisme 

Ah xa P ^ Ph 

d'image inverse pour la normalisation partielle Yh ^ Ah Xa Y. 
On a comme précédemment des ouverts 

Al^^'^ = Af Xk Af'"" c A^^^ = Af^ Xfc A^^^ c Ah 

qui sont non vides dès que 2 sup(ni, 77.2) deg(D) > 2g + 1. On a 

Ag-^^'i ■.= i-\A''"^) c Agd. 
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Lemme 2.7.1. — Le morphisme i : — >• A est fini. 



Démonstration : Le morphisme i : Ah — > A est Gni,fe-équivariant pour les actions qui 
font de aQ,,i„ une coordonnée homogène de degré ia pour chaque io, = 1, . . . , no, et chaque 
a, et de même de une coordonnée homogène de degré i pour chaque i = 1, . . . , n. De 
plus, le seul point de Ah d'image (identiquement) nulle dans A est 0. Par suite, cette 
application est finie. □ 



Lemme 2.7.2. — La restriction A^"^®*^ A''®'^ dei à A^^"'''^ C A^f*^ est un morphisme 
net. 

Plus précisément, soit an = («1,0-2) un point de Ah = Ai A2 tel que les courbes 
spectrales Y^i et Ya^ soient géométriquement intègres et distinctes {dans le cas où 
ni = 77.2). Alors, l'image du morphisme i : Ah — > A est lisse en l'image a de an et 
le morphisme de Ah sur son image est un isomorphisme au dessus d'un voisinage de a 
si ni 7^ 77-2 et est étale de degré 2 au dessus d'un voisinage de a si ni = n2. 

Démonstration : Comme la source et le but de i : Ah — ^ A sont lisses sur k et que ce 
morphisme est fini, il suffit de considérer l'application tangente en an 

ni n2 

(Ac(ai) H\X, {J:.d)^^')) ® (Ac(a2) ®k H\X, {Ln^^')) 

ii = l 12 = 1 

n 

^K{aH)^k^H^{X, {ilDf') 



qui est donnée par 

(Pl(«), P-liu)) ^ P1{U)P2{U) + P2{u)Pl{u) 
OÙ Pa{u) = W''" + a^lW"""^ H h aa,nc et Paiu) = àa,lU''"~^ + h àa,nc POUV 

a = 1,2. Mais cette application est injective car, au point générique de 

®fc X, les 

polynômes Pi{u) et P2iu) sont premiers entre eux. □ 
2.8. L'ouvert elliptique 

On dira qu'un 5-point a de A'^'^'^ est une caractéristique elliptique si, pour tout point 
géométrique s de 5" le revêtement double Y^^^^ ^a(s) induit un isomorphisme de 
l'ensemble des composantes irréductibles de ^^(s) celui de ya(s)- H revient au même 
de dire que r agit trivialement sur l'ensemble iTrÇV^^^^) des composantes irréductibles 
de ^a(s)- La notion d'ellipticité utilisée ici est une notion géométrique, qui implique la 
notion d'ellipticité usuelle. De plus, un élément elliptique est pour nous automatiquement 
régulier. 
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Lemme 2.8.1. — Les caractéristiques elliptiques forment un ouvert dense A*^^^ de A^*"^. 

Démonstration : L'ensemble des caractéristiques elliptiques étant constructible, il suffit 
de vérifier que la propriété elliptique est préservée par générisation. Soit a : S ^ A^^"^ 
un morphisme où S est le spectre d'un anneau de valuation discrète complet, de point 
spécial géométrique s et de point générique géométrique f]. Supposons que l'image de s 
est elliptique, il s'agit de démontrer que l'image de fj est aussi elliptique. 

Par définition, a{s) est elliptique si et seulement si r agit trivialement sur l'ensemble 
des composantes irréductibles Itt{Y^^--j). Pour démontrer que a{rî) est elliptique, il sufiit 
donc de démontrer qu'il existe une application r-équivariante surjective 

En effet, la surjectivité de cette application force r à agir trivialement sur Irr(Y'^^--j). 

Soit Yg° l'ouvert maximal de lissitc de = S Xj^ Y' sur 5". Puisque Yg est 
une 5'-courbe plate à fibres géométriquement réduites, on a Irr(Y'^'^^~|) = 7ro(y„'°^)) et 
Irr (Y^i^^^) — 7ro(Y^'°^-)). De plus, d'après le lemme 15.5.6 de [EGA IV], l'application 
^o(^a('T,)) ~^ ^o(^s°) qui à une composante connexe associe son adhérence plate dans 
Yg°, est bijective. 

Considérons maintenant l'application '^o{Y^°s)) ~^ '^o{Yg°) qui associe à une com- 
posante connexe de Y^°^^ l'unique composante connexe de Yg° qui la contient. Composée 
avec l'inverse de la bijcction '^o{Y^°^-^) — > 7ro{Yg°), cette application définit une applica- 
tion7ro(F,%))^7ro(i;7^)). 

Enfin, pour construire l'application cherchée Irr(y^'|--~|) Irr(y^'j.--j), il ne reste plus 
qu'à remplacer S par le normalisé 5" de 5" dans une extension finie i]' de i] telle que 
Gal(?7/?7') agisse trivialement sur Irr(y^^--j). L'application ainsi construite est clairement 
compatible à l'action de r. 

La surjectivité de Irr(y^'^-^) — > Irr(y^'j--^) résulte de la propreté de Yg sur S. □ 

L'ouvert A®^^ est non vide car il contient l'ouvert non vide A^^^^'^ où. la courbe spectrale 
y est lisse. En effet, au-dessus de ce lieu, les courbes Y et Y' qui sont lisses et à fibres 
géométriquement connexes, ont toutes leurs fibres géométriques irréductibles. 

Remarquons cependant qu'il peut arriver que Ya soit irréductible sans que le 
revêtement étale Y^ ne le soit. 

Lemme 2.8.2. — Au-dessus de l'ouvert A^^\ le morphisme P A''®'^ est de type fini. 
De plus, pour tout point géométrique a de A'^^^, le groupe des composantes connexes 
7ro(-Pa) de Pa est canoniquement isomorphe à (Z/2Z)^"*^^'") où Irr(ya) est l'ensemble des 
composantes irréductibles de Ya- 

Soit C un diviseur de Cartier dans l'ouvert de lissité de Y^ et considérons le fibré en 
droites Oyv(C — r(C)), muni de la structure unitaire évidente. Le point ainsi défini dans 
Pa est dans la composante neutre de Pa si et seulement si le degré de la restriction de C 
à chaque composante irréductible de Y^ est pair. 
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Démonstration : Soient a un point géométrique de A®^^, Ya la courbe spectrale associée 
et 77 a '■ Ya ~^ ^^^^ revêtement étale double. Au-dessus de Yo, on a une suite exacte de 
faisceaux en groupes 

1 G^^Ya — ^ (7ra)*(Gm,Y'J^^(7ra)*(Gm,Y'J'^ ^ 1 

OÙ (3 est le morphisme «anti-norme» donné sur les sections locales par = ^t{^)~^. 
Par passage à la cohomologie on en déduit une suite exacte longue 

o- a a 

^ Pic(y„) ^ Pic(F„') ^ Pa ^ 1 

et donc une suite exacte à droite 

7ro(Pic(ra)) ^ 7ro(Pic(i;')) ^ MPa) ^ 0. 

Puisque a est elliptique, l'application Irr(y^') — Irr(Ya) induite par tt^ est bijcctive. 
On peut donc identifier 7ro(Pic(y„)) et 7ro(Pic(y„')) à Z^''^^-\ et la flèche 7ro(Pic(ya)) ^ 
7ro(Pic(Y'^)) est alors la multiplication par 2 dans On en déduit que 770(^*0) = 

Soit C un diviseur de Cartier comme dans l'énoncé. L'homomorphisme Pic(Y'j) — > Pa 
qui se déduit de envoie le fibré inversible Oyv(C) sur le fibré inversible Oy;^'(C' — t(C)) 
muni de la structure unitaire évidente. La description de la flèche induite sur les ttq 
montre que Oy^{C — t(C)) est dans la composante neutre P^ si et seulement si le degré 
de C sur chaque composante irréductible de est pair. □ 

Remarque : L'ouvert A®'^'^'^* C A*^^^ C A''®'^ des caractéristiques a telles que Ya 
et Y^ soient intègres est l'ouvert complémentaire dans A®'^ de la réunion des A®^^ fl 
z(Au(„j)xu(n2)) pour toutes les partitions non triviales n = ni + 712- □ 

Lemme 2.8.3. — // existe une application 7ro(Ma) Z/2Z équivariante pour l'action 
de 7ro(Pa) sur 7ro(M(j) induite par celle de Pa sur Ma et pour l'action de 7ro{Pa) = 
(Z/2Z)^'^'^(^») surZ/2Z via la somme. 

Démonstration : On a une application canonique de l'espace des fibrés unitaires dans 
Z/2Z définie comme suit. A (£,$:£ ^ r*£) on associe le fibré inversible /\^ £ sur X' 
muni de la structure unitaire $. D'après le lemme précédent l'espace de module de 
ces fibrés inversibles unitaires a deux composantes connexes. □ 

L'énoncé suivant est crucial pour notre travail. Il est pour l'essentiel un cas particulier 
du théorème n.4 de [Fal] . Une partie des arguments utilisés figure aussi dans [Est] . 

Proposition 2.8.4. — (i) La restriction M®'^ de M au-dessus de l'ouvert A®'^ c A est 
un champ de Deligne-Mumford. 

(ii) Le morphisme de champs de Deligne-Mumford /®^^ : Jvf^' A*'^' induit par le 
morphisme de Hitchin est propre. 
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Démonstration : Soit k une clôture algébrique de k. Pour l'assertion (i) on se contentera 
de démontrer que les automorphismes de tout A;-point de l'ouvert M®^^ est fini. 

Il résulte de la démonstration de la proposition 2.5.2 que l'algèbre de Lie du groupe 
des automorphismes d'un objet (£, 9) de 'M{k) de caractéristique a est 

H\k(^k X, 'K\K)) C H'^Çk^k 0^^,? 

avec les notations de cette^ démonstration. Mais si a est dans l'ouvert A'^'\ r* agit 
trivialement sur H^{k ®k ^a^^^® y'^' "^^^ conséquent cette algèbre de Lie est nulle 
et le groupe des automorphismes de (£, 9) est fini. 

Pour l'assertion (ii) nous procéderons en trois temps en montrant tout d'abord que 
le morphisme /*^'^ est de type fini, puis qu'il satisfait la partie «existence» du critère 
valuatif de propreté, et enfin la partie « unicité » de ce même critère. 

Soit a e A'^^^fc). Le morphisme d'oubli f~^{a) = Ma Pic^.,^-^, (5",/-) ^ 3", est 
représentable de type fini : sa fibre en un Oyv -Module sans torsion 5" de rangs génériques 
1 est un fermé de Jsomo , (9^, t*?"^). Pour démontrer que Ma est de type fini il suffit 

a 

donc de voir que ce morphisme d'oubli se factorise à travers un ouvert de type fini de 
^^'^Y' /I ^ '^^^^^^ -^^^y/fc- rappelle que le degré de wy^/x est égal à 2(n — 1) deg(D) 
et donc que pour tout (9^, t) G Mo, 5" est de degré {n — 1) deg{D). 

De tels ouverts sont obtenus en bornant les degrés des restrictions de 5" aux com- 
posantes irréductibles de Y^. Plus précisément, soit 

CeIrr(Ya) 

la normalisation partielle qui consiste à séparer les composantes irréductibles C de Ya 
sans les modifier. Alors, 

u':Yr= II X'xxC^Y: 

C€lrr(Ya.) 

est aussi la normalisation partielle qui consiste à séparer les composantes irréductibles 
C = X' xx C de Y^ sans les modifier, puisque a est elliptique. Pour tout /c-point 

3" de Fic^, ^-^"^ ^^^^^^ notons S le plus grand quotient sans torsion de z/'*?" et dc{3^) + 

I deg{u!c/x) le degré de la restriction 9c de S à la composante connexe C de Y^'. On 
a une flèche injective d'adjonction 

dont le conoyau est annulé par le conducteur a de Y^/Ya, c'est-à-dire l'annulateur de 
v^^Oyi /OYa- On a donc 
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On en déduit que, pour toute famille d'entiers (ec)ceirr(Ya)5 les 3^ de degré (n — 
1) deg(-D) tels que dc{3^) > ec quel que soit C G Irr(Ya) forment une famille limitée. 
Maintenant, si est un fc-point de M^, on a 

T*(Kg)^)cr*(3^^) = 9^c^:g. 

On en déduit que dc{3^) > pour chaque C G Irr(Ya). Le champ de Dcligne-Mumford 
Ma est donc bien de type fini. Nous laissons au lecteur le soin de généraliser cet argument 
pour en déduire que f^^^ est de type fini. 

Considérons maintenant le critère valuatif de propreté. Soit S un trait strictement 
hensélien de point fermé s et de point générique rj. Soit a : 5 — > A®^' un S'-point de 
A®^'. On a la /S-courbe spectrale Ys — > S, et son revêtement double étale Yg — > Y5. 
On a aussi le revêtement fini p'g : — > Y5 — > Xs- Soit (S^^, t^) un K(r7)-point de 
M^, c'est-à-dire une Oy^ -Module cohérent sans torsion de rang générique 1 muni d'une 
structure unitaire i.^. On veut prolonger ce point en une section (3", l) de M5 S quitte 
à remplacer S par un revêtement fini ramifié. Soit Us l'ouvert de Xg = s x^X au-dessus 
duquel Yg est étale et Vg C Yg l'image réciproque de Ug par p'g. Alors, Vg est réunion 
disjointe d'ouverts q indexés par les composantes irréductibles de Y^ ou ce qui revient 
au même les composantes irréductibles C de Y^ puisque a{s) est elliptique. Les réunions 
U = X^ UUg C. Xs et = Y^ U Vg C Yg sont des ouverts denses, et chaque q est un 
diviseur de Cartier sur V' . 

On commence par prolonger (J"^, t^) kV . Pour cela on choisit un prolongement de 
en un 0\^/-Module cohérent S sans torsion de rangs génériques 1 tel que se prolonge 
en un homomorphisme V' ^ S ^ t*S^ nécessairement injectif. On a alors 

c 

Quitte à ramifier S en extrayant une racine carrée de l'uniformisante de S, on peut 
supposer que les me sont tous pairs et alors 

c 

muni de la structure unitaire lv induite par ij: répond à la question. 

Maintenant on prend pour (5", t) l'image directe par l'immersion ouverte V ^ Y' de 
{3^V' ji-V')- Pour voir que 3^ est plat sur S et fibre à fibre sans torsion de rangs génériques 
1, il suffit de remarquer que {p'g)^3^ est l'image directe par l'immersion ouverte U ^ Xs 
de sa restriction à [/, et est donc un fibré vectoriel puisque X est lisse sur k et que 
Xs — U est de codimension 2 dans Xs- On a donc démontré la partie «existence» du 
critère valuatif de propreté. 

Pour conclure il ne reste plus qu'à traiter la partie «unicité» de ce critère valuatif. 
Soient donc (3^, <-) et deux sections de Mg S et (Çr) '• (^'rj^'-rj) {'^l^ii^])) 

isomorphisme entre leurs restrictions à Y^^. Il s'agit de prolonger (^^ à Yg tout entier. 
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Comme précédemment, il suffit de prolonger à l'ouvert V' C Yg. En se localisant 
au point générique de chaque composante connexe q de V/, on est ramené à vérifier 
l'assertion suivante. Soient R' /R une extension étale de degré 2 d'anneaux de valuations 
discrètes, K' /K l'extension correspondantes entre les corps des fractions, N et N'^ 
deux i^'-espace vectoriel de dimension 1 munis de structures unitaires relativement à 
l'extension quadratique K' / K et M G N et C deux i?'-réseaux auto-duaiix 
relativement à ces structures unitaires, alors tout isomorphisme unitaire ip : N 
envoie M sur M^. 

On peut supposer que M = = R', de sorte que N = N'^ = K' avec des structures 
unitaires données par les formes hermitiennes ax*y et a^x*y pour a, G R^ . Alors t/j 
est donné par x — > (3'x avec G K'^ tel que a — (3'(3'*a' et donc tel que G R^ , d'où 
l'assertion, et la partie (ii) de la proposition. □ 

2.9. La (.(.glissade)} 

L'espace de Hitchin du groupe endoscopique H est un produit = Ai x A2 où 
pour tous a G {1,2}, A^ est l'espace affine associé au A;-espace vectoriel 

0iï°(X, 

Le fc-schéma en groupes vectoriels Vect(S/X) défini par le /c-espace vectoriel Ld) 
agit par translation sur la surface réglée S = P(Ox © (^d)®""*^) — > X en préservant la 
section infinie. L'action de Vect(E/X) se relève au fibré en droites OE(^a) et donc induit 
une action de Vect(S/X) sur Os(n«)) = 0"^o {^d)®') qui est donnée par 

OÙ . . . , 6a,n„(^') sont définis par 

u""" + ba,i{v)u''--^ + ■ ■ ■ + ba,nM = + î^)"" + a^i + + • • • + a«,n„ 

pour tout V G Vect(E/X). 

Cette action de Vect(E/X) sur Aq, se relève par construction à la courbe spectrale 
universelle — > Aq, et se relève donc aussi en une action sur la fibration de Hitchin 
fa : Mn„ Aq de U(na). 

Par produit direct, on a donc une action de Vect(E/X) Vect(E/X) sur la fibration 
de Hitchin fn ■ M,h du groupe endoscopique. 

Soit A^Y*^*^ l'ouvert de A^"^®*^ dont les points géométriques sont les points géométri- 
ques (ai, 02) de A^"^®*^ tels que les deux courbes spectrales Y"a^ et Ya^ tracées sur S se 
coupent transversalement et de plus, tels qu'en tout point z de leur intersection, et 
Ya^ soient étales sur «(01,02) 0fe X. 
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Proposition 2.9.1. — L'ouvert 
{{{vi,V2), (ai, a^)) I (vi • ai, ^2 • as) G Ag;^'^^^} C Vect(S/X) Vect(S/X) x^ Ag-^-^^ 

image réciproque de l'ouvert Ag"^*^®*^ C Aij par le morphisme d'action Vect(S/X) x^ 
Vect(S/X) Xfc Ah — > Ah s'envoie surjectivement sur A^~^^'^ par la projection canonique 
Vect(E/X) Xfe Vect(S/X) x^ A^-'""^ A^'"'''^. 
En particulier Ag-"^"^*^*^ est non vide. 

Démonstration : Soit a = (ai, as) un point géométrique de Ag"'^'^'^. Comme p > n, le 
diviseur de Cartier effectif +^02 de «(a) (8)fc S est génériquement étale sur «(a) (8)fe-^- 
Il existe donc un ouvert dense U de «(a) (8)fe X au-dessus duquel et Y"a2 sont étales 
et ne se rencontrent pas. 

Soit [/ — > C/ un revêtement fini étale qui déploie complètement les restrictions finies 
étales de Yi^ai ^2,02 à U. Pour a = 1,2, on a alors des sections 

telles que 

+ (aa,l|t^)«"""' + • • • + {aa,nJU) = H {u - ba,ij. 

Soit V G «:(a) (8>a; H^{X, Ld) qui ne s'annule en aucun point de «(a) ®k {X — U). Alors, 
V induit une base, notée encore de la fibre Ld,k de £_d au point générique Spec(i^) de 
K{a) Cg)fc X et les quotients ba,i^/v sont des éléments bien définis du corps des fonctions 
K = K,{a){U) de la courbe U, éléments dont on peut prendre les différentielles 

' " K/K(a) 

Choisissons arbitrairement f & K dont la différentielle d/ G ^^/^(a) nulle et 

tel que 

v' = fve K{a) ®fe H^{X, Ùd) c Ld,k- 

Il existe de tels / = v' /v d'après le théorème de Riemann-Roch puisque deg(£ d) > 2g+2. 

Montrons alors qu'il existe c et c' dans «(a) tels que {{cv + c'v') ■ ai, as) soit un point 
géométrique de A^~^'^'^ , ce qui terminera la démonstration de la proposition. 

Il existe c' G «(a) tel que les expressions 

d((5i,,,-cV)/^)-d(62,../^)Gn^/^^^^ 

soient toutes non nulles et que v ne s'annule en aucune des images dans «(a) ®k X des 
points d'intersection de l^c'^' ai et Ya^. Pour un tel c' notons Uc' un ouvert dense de U tel 
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que les fonctions rationnelles (61, — c'v')/v et 62,12 soient toutes régulières sur l'image 
inverse Uc' de Uc' dans U et que les différences 

d((6i,,, - C'v')/V) - à{h2,^Jv) e nl^^^/^^^^ 

ne s'annulent en aucun point de Uc>- Pour tout c G «(a) les courbes y{cv+c'v')-ai ^t Y^^ 
sont étales au-dessus de Uc' et s'y coupent transversalement. 

Il ne reste plus qu'à choisir c de telle sorte que les courbes Y(^cv+c'v')-a-i_ et Ya^ ne se 
coupent pas au-dessus de l'ensemble fini n{a) — Uc' ■ C'est possible puisqu' au-dessus 
de chaque point x de «(a) X — Uc'-, cette condition n'écarte qu'un nombre fini de 
valeurs pour c, voire même aucune si v{x) = 0, Y^i et Y^^ ne se coupant pas au-dessus 
d'un zéro de v. □ 



3. Un énoncé global 



3.1. Un point particulier de Ah 

On suppose dorénavant que la courbe X admet un point x^o rationnel sur k = ¥q 
au-dessus duquel le revêtement double étale X' ^ X est décomposé. 

Comme dans le chapitre 2, on considère le schéma en groupes unitaires G sur X k n 
variables et son groupe endoscopique H = Gi Xx G2 où Gi et G2 sont les schémas en 
groupes unitaires sur X en ni et n2 variables. Toujours comme dans le chapitre 2, une 
fois fixé le diviseur effectif D de degré > g + 1 sur X, on a la fibration de Hitchin M — A 
et sa variante endoscopique Mh — > Ah- On a aussi les courbes spectrales F — > A et 
Yh ^ Ah. 

Fixons maintenant un point a = (ai, 02), rationnel sur k = ¥q, de l'espace de Hitchin 
endoscopique Ah- On a donc des courbes spectrales Ya^, Ya^ et Ya = Yai + Ya^ tracées 
sur la surface E = P(Ox © ifio)^'^)- 

Faisons les hypothèses sur a suivantes : 

- Ya-^ et Ya^ sont géométriquement irréductibles; 

- les images inverses Y^^ et Y^^ de Y^^ et Ya^ dans le revêtement double étale 
Y^ = X' Xx Ya de Ya sont aussi géométriquement irréductibles; en particulier, 
l'image i{a) de a dans A est dans l'ouvert A®'^ (cf. la section (2.8)) ; 

- le morphisme Ya ^ X est étale au-dessus du point Xoo G ^{k) et pour chaque 
a e {1, 2}, il existe au moins un point de Y^^ rationnel sur k au-dessus de x^q. 

3.2. Actions du groupe discret et pureté 

Notons R l'hensélisé de A en l'image de a par le morphisme canonique i : A^ — A et 
S l'hensélisé de A^ en a. Puisque a est elliptique, on a -R C A^^^. Il résulte des lemmes 
2.7.1 et 2.7.2 que le morphisme induit par z de S' dans R est une immersion fermée. On 
identifie dans la suite S à son image par cette immersion fermée, de sorte que S C R. 
On note s le point fermé commun de 5 et i?; son corps résiduel k(s) est égal k k = Fg. 



30 



Notons par un indice R le changement de base par le morphisme R C A et 

par un indice S le changement de base par le morphisme S — > A^""^®*^ C Kh- On note 
par un indice s la fibre en s (fibre spéciale) des objets au-dessus de R ou S. 

On a donc la courbe spectrale relative — > i? et le morphisme fini et plat 
Pr '■ ^ RxkX de degré n. On a de plus le revêtement double étale Yr. La fibre 

spéciale Yg = Ya se décompose en réunion de composantes géométriquement irréductibles 
Yg = Yai U Ya2 ■ De même on a Y"/ = Y^_^ U Y^^ où les Y^^ sont aussi géométriquement 
irréductibles. 

La pré-image p]^^(iCoo) de J? {x^o} par le morphisme fini plat pji : Yji ^ R X 
est un i?-schéma fini et plat de degré n. Sa fibre spéciale étant supposé réduite et k étant 
parfait, p^^{xoo) est donc fini étale de degré n au-dessus de R. De même la pré-image 
p'r^{xoo) de r Xk {xoo} par le morphisme fini plat p'^:Y^^ Rx^X est un i?-schéma 
fini étale de degré 2n. 

Pour chaque a G {1, 2}, il existe des /c-points de au-dessus de Xqo et on en choisit 
arbitrairement un que l'on note y'^ G Y^^ {k) ; le point y'^ s'étend de façon unique en une 
section 

y'^,R:R^PR\R). 

Les sections y^^^ induisent un homomorphisme de -R-champs de Picard 

Rxl?^ PiCy^/fl . 
Plus précisément, ce morphisme est donné par 

En le composant avec l' homomorphisme «anti-norme» (voir la preuve du lemme 2.8.2) 

picy./fl^Pfl, e^Mc)"', 

on obtient un homomorphisme 

P'.RxZ^^Pr 

qui est donné concrètement par 

{dud2) ^ OYi^idi[y[^ji] - di[T{y[^ji)] + d2[y2,ji] - d2[T{y'2^ji)]), 

le fibré inversible Oy^('^i[yi,_R] — di[T{y[ jf)] + c?2[y2,fl] ~ d^b'{y'2,R)]) étant muni de sa 
structure unitaire évidente. 

Soit b un point géométrique de R et pi) : 1? ^ Pi, la fibre de p en b. Considérons 
l'homomorphisme composé 

7ro(p6) : Z2 ^ Pfe ^ 7ro(P6) 
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dont le but est TVo{Pb) = {Z/2Z)-^>' où Jb := Irr(Y6), d'après le lemme 2.8.2. Pour 
a G {1,2} notons jb{c() G Jb l'indice de l'unique composante irréductible ^^'^^^(-0,) de 
qui contient le point y'^ nib). Alors TTo{pb) est donné par 

(^1,^2) ^ ( de,) 

^ — ^ i&Jb 

ae{l,2}, ji{a)=j 

OÙ da est la classe de d^ modulo 2, de nouveau d'après le lemme 2.8.2. En particulier 
7ro(pb) : — * TïQ{Pb) se factorise à travers I? (Z/2Z)^. 

Proposition 3.2.1. — Pour a = 1,2, considérons le caractère /îq. : ^ {=tl} défini 
par 

Soit h un point géométrique de l'hensélisé R de a dans A. Pour que Ka se factorise à 
travers l'homomorphisme 7ro(p6) '• T^oiPb) défini plus haut, il est nécessaire que 

beScR. 



Démonstration : Le caractère se factorise à travers 7ro(p6) si et seulement si 
l'application : {1, 2} — > est injective. Faisons donc cette hypothèse. 

Pour démontrer que 6 G ^ il suffit d'après 2.5.3 de démontrer que, pour a G {1,2} 

le revêtement fini et plat Pb,j^{a) '■ ^6,jb(Q:) b X est de degré ria, c'est-à-dire que le 
nombre de points de la fibre PÏj^(^^-)ib, x^o) est égal à tt-q,. 

Soit R l'hensélisé strict de R relatif à la clôture algébrique de k{s) = k dans k(6), s son 
point fermé et b le relèvement naturel de b a R. On a n sections distinctes R Y-j^ au- 
dessus du point Xoo- Notons cet ensemble de sections p^^(xoo)- On a donc une application 
canonique 

l^s -P^^ixoc) {1,2} 

qui associe à une section y G p^{xoo) l'unique indice a G {1,2} tel que y {s) soit un 
point géométrique de Yg^a- De même, on a l'application 

qui associe à une section y G ^^^(2^00) l'unique indice j G Jb tel que y{b) soit un point 
géométrique de Ybj. 

Il suffit de démontrer que /ib = jb ° A*s car alors 

Ki(a)(^'^oo)| = \l^b\jb{a))\ = =na 

vu que jb est injective. 

Montrons donc que fXb = jb o A*s- Par définition de jb il revient au même de démontrer 
que, pour tous y, y' G ^^^(xoo) tels que iJ,s{y) = fJ-siv') on a iJ,b{y) = t^b{y')- 
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Cette assertion résulte du corollaire 15.6.7 de [EGA IV] appliqué à notre situation. En 
effet, soit l'ouvert de lissité de la courbe Yr sur R. Comme Yr — > est plat et à fibres 
géométriquement réduites, Yr — est fini sur R. Les sections y G p:^^{xoo) arrivent dans 
Y^ puisque Yr ^ Rxj^ X est étale au-dessus de i? Xoo- D'après loc. cit, pour chaque 
section y G p^^(xoo), il existe un ouvert Uy de 1^, contenant l'image de la section y et tel 
qu'en tout point géométrique b de S, Uy^h — Uy H Y^ soit la composante connexe de Y^° 
contenant le point y(b). Si maintenant y, y' G p^^{xoo) sont tels que Usiy) = IJ'siv'), alors 
Uy n Uyi est non vide puisque cette intersection est déjà non vide dans la fibre spéciale. 
De plus, le morphisme Uy n Uyi — > R étant un morphisme lisse, a fortiori universellement 
ouvert, et que l'image de ce morphisme contient le point fermé de i?, il est donc surjectif. 
On a donc Uy^i, fl Uyi^i^ 7^ ce qui implique Uy^i, — Uy'^i,, c'est-à-dire iJ,b{y) — jJ^hiy')- CD 

Suivant Deligne (cf. [Del]), nous dirons qu'un complexe de faisceaux £-adiques sur 
l'hensélisé en un point fermé d'un schéma de type fini sur Fg est potentiellement pur 
de poids w G Z s'il provient d'un complexe de faisceairx £-adiques pur de poids w sur 
un voisinage étale de ce point fermé. Un tel complexe K potentiellement pur de poids 
est automatiquement semi-simple, c'est à dire isomorphe à la somme de ses faisceaux de 
cohomologie perverse décalés 

K^0PJ{'^K[-n] 

n 

OÙ chaque ^CK" est pure de poids n (cf. la section (5.4) de [B-B-D]). 

On appelle endoscopiques les deux caractères ki,K2 '■ (Z/2Z)^ — > {±1} déjà apparus 
dans la proposition précédente et définis par 

Ka{dud2)^{-iy'^. 

Corollaire 3.2.2. — Soit Jr : R le changement de hase du morphisme de 

Hitchin / : M ^ A par le morphisme i? — > A d'hensélisation de A en a. Alors, l'action 

de 1? sur chaque '^3^"'(/iî,*Qi) qui est induite par Vhomomorphism,e 1? Pr et par 
l'action de Pr sur I^Ir, se factorise à travers le quotient fini 1? (Z/2Z)^. 
De plus, pour chaque entier n, dans la décomposition 

p:h;"(/^,.q,) = 0p?{^(/iî,.Q£)« 

suivant les caractères k de (Z/2Z)^, tous les facteurs directs sont potentiellement purs 
de poids n et, pour k endoscopique, le facteur ^^^{fR,*Qe)K ^st à support dans le fermé 
S de R. En particulier, pour chaque caractère endoscopique k, la restriction à S de 
PCK"(/iî^*Q^)^ est potentiellement pure de poids n. 

Démonstration : D'après la proposition précédente, l'image de (di,d2) e Z^ avec les 
da tous pairs, est une section de Ps sur S dont la restriction à chaque fibre géométrique 
de P5 — > /S est dans la composante neutre de cette fibre. D'après le lemme d'homotopie 
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ci-dessous, {di,d2) agit donc trivialement sur chaque P?{'^(/iî,*Q^). En d'autres termes, 
7? agit sur chaque '^'K'^{fR,*Qi) à travers son quotient (Z/2Z)^. 

Comme l'ouvert M^^'^ C M est lisse sur Fg (cf. la proposition 2.5.2), le complexe 
Qe^M'^ed [0] est pur de poids 0. Comme la restriction f^^^ : M*^'' A'^^' de / au-dessus de 
A"^^ est un morphisme propre entre champs de Deligne-Mumford (cf. la proposition 2.8.4), 
on en déduit que ff^Qt est pur de poids sur A*^^^ et donc que /iî,*Q^ est potentiellement 
pur de poids 0. 

Pour démontrer la dernière assertion, il suffit de vérifier que la restriction de 
^'}i^{ fR,*Q,e)K à l'ouvert R—S est nulle pour k endoscopiquc. Soit b un point géométrique 
de iî — S". D'après la proposition précédente, il existe (di, ^2) G tel que K{di, 6^2) = — 1 
et que Pb{di,d2) soit dans la composante neutre de Pi,. Ceci implique que Pb{di,d2) 
est dans la composante neutre de P5' pour tout point géométrique b' dans un voisinage 
étale de b. En invoquant de nouveau le lemme d'homotopie, on voit que (^1,^2) agit 
trivialement sur la restriction de ^^'^{fR,^Q£) à un voisinage étale de b, de sorte que 
la restriction de la partie K-isotypique ^O-C^ifn^^Qg)^ à ce voisinage étale est nulle. Ceci 
étant vrai pour tous les points géométriques 6 de i? — 5", on conclut que la restriction de 
^^''{fR,*Qi)K h R- s est nulle. □ 

Lemme 3.2.3 (Lemme d'homotopie). — Soit f : X ^ S un S -schéma et n : G S 
un S -schéma en groupes lisse à fibres géométriquement connexes agissant sur X . Alors 
le groupe des sections globales G{S) agit trivialement sur chaque faisceau de cohomologie 
perverse ^^""{fM- 

Démonstration : Considérons le diagramme 

G xs X ^^G xs X -^^X 
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où la flèche a est envoie (g, x) sur (g, gx). Dans ce diagramme, le triangle est commutatif 
et le carré est cartésien. 

Par le théorème de changement de base par un morphisme lisse, on a 7r*(PCK"^(/*Q^)) = 
"^^^{piQ^^Qi). Le morphisme a induit un endomorphisme [a] de ^3ï'^{prQ^^Q£). 

Puisque tt est un morphisme lisse à fibres géométriquement connexe, tt* convenable- 
ment décalé, est un foncteur pleinement fidèle de la catégorie des faisceaux pervers sur S 
dans celle des faisceaux pervers sur G (cf. la proposition 4.2.5 de [B-B-D]). Il existe donc 
un unique endomorphisme f3 de pJC"^(/*Q^) tel que 7r*(/î) = [a]. Par fonctorialité, pour 
toute section globale g : S ^ G, on a, g* {[a]) — (3. En prenant la section neutre = 1, on 
obtient que /3 est l'identité. Pour toute autre section g : S ^ G, g* {[a]) agit donc aussi 
comme l'identité sur '^'K'^{ptq ^Q^). C'est ce qu'on voulait démontrer. □ 
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Corollaire 3.2.4. — Pour chaque caractère cndoscopique k, le faisceau de cohomolo- 
gie perverse PJC"'(/s,*Q^)/t est pur de poids n quel que soit l'entier n. 

Démonstration : D'après le lemme ci-dessous, fs,*Qe se décompose en somme directe 
d'une partie k et d'une partie hors k. De plus, la restriction à 5" et les foncteurs de 
cohomologie perverse commutent à cette décomposition. Le théorème résulte donc du 
théorème de changement de base propre et du corollaire précédent. □ 

Remarque : Les faisceaux de cohomologie perverse ^^^{gs,*Qi) et tous ses facteurs 
directs ^^'^{gs,*Qe)K sont eux aussi potentiellement purs de poids n puisque K est lisse 
sur A; et 5r : K — > Ah est propre. □ 

Lemme 3.2.5. — Soient E un corps, A une catégorie abélienne E-linéaire, K un objet 
de D^iA) et V un groupe abélien opérant de façon E-linéaire sur K. On suppose que 
pour chaque entier n l'objet de cohomologie H^{K) admette dans A une décomposition 
T-équivariante 

X 

où X parcourt les caractères deV à valeurs dans E^ , où pour chaque x et chaque 7 G F, 
7 ~ xil) opère de manière nilpotente sur H'^{K)-^, et où H^{K)-^ = (0) pour tous les x 
sauf un nombre fini. 

Alors, il existe une unique décomposition T-équivariante 

^ = 0^x 

X 

dans D^{A) où x parcourt les caractères de F à valeurs dans E^ , où pour chaque x 
chaque 7 G F, 7 — xil) opère de manière nilpotente sur K^, et où = (0) pour tous 
les X sauf un nombre fini. De plus, on a H^{K-y^ = H'^{K)^ quels que soient l'entier n 
et le caractère x- 

Démonstration : Commençons par l'unicité. Soient K' et K" deux objets de D^{A) 
munis d'actions de F et soient x' et x" deux caractères distincts de F à valeurs dans 
E^ tels que, quel que soit 7 G F, 7 — x' (7) et 7 — x"(7) opèrent de manière nilpotente 
sur K' et K" respectivement. Il s'agit de vérifier que tout morphisme F-équivariant 
f : K' ^ K" est nécessairement nul. Choisissons 7 G F tel que x'(7) 7^ x"(7) et des 
entiers n' et n" tels que (7 — x'It))"" et (7 — x"(7))"' annulent K' et K" respectivement. 
D'après le théorème de Bezout, il existe des polynômes P'{T) et P"{T) dans E[T] tels 
que P'{T){T - x'{i)T' + P"{T){T - x"{i)T" = 1- On a alors 

/ = p"mi - x"{i)r"f + fp'{i){i - x'{i)r' = o. 

Passons à l'existence. Si K est concentré en un seul degré, il n'y a rien à faire. Sinon, 
soit [a, 6] C Z le plus petit intervalle tel que K G ob {A). On raisonne par récurrence 
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sur l'entier b — a > 1. On a le dévissage 

K' = T<b-iK K K" = H\K)[-h] K'[l] 

Par hypothèse de récurrence on a les décompositions voulues de K' et K". Considérons 
la flèche de degré 1 

X X 

D'après notre argument pour l'unicité, on a nécessairement d = 0^ pour des flèches 
: K'^ -^x[l]- ^ donc une décomposition de K en ^^K^ où. les K^[l] sont les 
cônes des flèches dx- Pour n'importe quels 7 et x, on sait par hypothèse de récurrence 
qu'il existe des entiers n' et n" tels que (7 — xil))^ 6t (7 — xil))^ annulent K'^ et 
K" respectivement. Alors (7 — xil))"' annule puisque (7 — xil))^ se factorise 

en ^ K'^ — , que (7 — xil))^ se factorise en — K'^ s- 

et que vu — 0. □ 

3.3. Actions du tore 

Au-dessus S on a deux revêtements 

Pi : Yi^s ^ S XkX et p2 : ¥2,3 ^ S XkX 

de degré respectivement ni et 77-2 qui, relativement à S, sont des familles revêtements de 
X. On a aussi un morphisme 

Yi,sUY2,s^Ys 

qui est une normalisation partielle en famille de la courbe relative Ys S. 

Pour tout point géométrique b de 5", les courbes et ^2,6 sont tracées sur la 
même surface réglée E = P(Ox © {^d)^~^) au-dessus de X. Leur réunion est Yî,. Leur 
intersection est un schéma flni de longueur 

r = 2nin2 deg(il>) 

indépendante de b. Les Zh s'organisent en une famille Z finie et plate de degré r au-dessus 
de S. Le schéma Z se plonge naturellement dans chacune des courbes relatives Yi^s et 
Ys et on dispose en particulier d'un morphisme q : Z ^ S Xk X qui est flni, mais n'est 
pas plat. 

Si on note par (— )' le changement de base par le revêtement double étale X' — > X on 
a alors deux revêtements étales doubles 

Y^s - Y,,s et Yls ^ Y2,s 
et les revêtement flnis composés 

P'i ■■ yl,s ^SxkXetp'2: Yls ^SxkX. 
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On a encore un morphisme 

qui est une normalisation partielle en famille de la courbe relative Yg — > S. 
Le schéma 

est un revêtement double étale de Z. Il est donc fini et plat sur S de degré 2r et l'involution 
T agit sur Z' sans point fixe. On note q' : Z' ^ S Xf. X le morphisme composé du 
revêtement étale double — > Z et de q. 

Considérons les faisceaux en groupes commutatifs 

J = Ja = etK= 

pour la topologie fppf sur S X. 
On a une suite exacte de faisceaux 

0^J^JixJ2^K^0 

qui induit une fièche co-bord 

où pr^ : S' X /s X ^ S' est la projection canonique. Notons que par définition, Ps est le 
champ de Picard associé au complexe T<i(prg J) de faisceaux en groupes abéliens sur 
S. En termes concrets, la donnée d'une section globale de K est équivalente à une donnée 
de recollement des Modules inversibles triviaux sur Y"/ g et s structures unitaires 
triviales le long de Z', et la flèche de co-bord ci-dessus envoie cette dernière donnée sur 
le Module inversible recollé. 

Considérons la fibre spéciale du morphisme fini et plat h = pvg oq : Z ^ S. C'est 
un /c-schéma artinien dont le réduit /is,red : ■^s,red ^ s = Spec(/c) est le spectre d'un 
produit fini d'extensions finies séparables des k. Comme k est parfait, on a une rétraction 
canonique Zg — > Zg^^ed (cf- le corollaire (19.6.2) du chapitre de [EGA IV]) et comme S 
est hensélien on a une factorisation canonique 

h :Z ^Z^^S 

de h où le morphisme Z ^ Z est totalement ramifié au sens oii il induit un isomorphisme 

de Z, 

red sur Zg ct OU h cst ctalc (corollaire (18.5.12) de [EGA IV]). De même, on a une 
factorisation 

h' = prs °q' ■ ^ Z' — ^ S 
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de h' où le morphisme Z' — > Z' est totalement ramifié au sens où il induit un 
isomorphisme de Z'^ sur Z'^ et où h' est étale, factorisation qui s'insère dans un 
diagramme commutatif à carré cartésien 

Z' ^Z' 

\ 

Z ^z^^s 

h 

où les flèches verticales sont des revêtements doubles étales. 
On a donc un sous-^S-tore 

T = h'^G^^-^, C /i*Gm,z' 
du S'-schéma en groupes commutatifs lisse h'^Gm,z', dont la fibre spéciale 

est le sous-tore maximal et s'envoie isomorphiquement sur le tore quotient maximal de 
h'g^^GmZi. (comparer avec le théorème 5.8 de l'exposé 4 de [SGA 3]). 
L'involution r* de /l'^Gm,^' préserve le sous-.S'-tore T, et 

T = (f )^*=(-)"' 

est le sous-5'-tore de pig^^K = (/i'*Gm,z')^*'^'^~' ^ relève canoniquement le tore 
maximal ^ 

On a donc construit un S'-tore T et un S'-homomorphisme T ^ Ps- 

Proposition 3.3.1. — L'image de l'immersion fermée i : 'Ns ^ ^^t précisément 
le lieu des points fixes de T agissant sur Ms à travers le morphisme T ^ Ps- 

Démonstration : Comme T agit sur 'Ns à travers la flèche composée évidente 
T C pvs,, K ^ 'K\ws,* J) ^ '^\ws,* Ji) xs ^\p^s,. J2) 

on a évidemment l'inclusion Ng C . Il reste donc à montrer que tout point géométrique 
de M5 qui est fixe par T est dans Ns- 

La donnée d'un point géométrique m de M5 est équivalente aux données suivantes : 

(a) un point géométrique h dans 5, 
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(b) un Module cohérent 5" sans torsion de rang 1 sur le revêtement double étale de 
la courbe spectrale Y^, ce Module étant muni d'un isomorphisme i : 5" — > r*?"^ tel 
que \ = T*L. 

De plus, il revient au même de se donner le couple (9^, <-) ou de se donner : 

(1) les restrictions et 3^ aux composantes Y(f^ — Z'^ et 1^2,6 — -^^ ^ ^'b^ 
ces restrictions étant munies d'isomorphismes La : — -> 't*{'3^%Y avec toujours 
ha. = T*i-a pour a = 1, 2, 

(2) pour chaque point (fermé) z de Zf,, les restrictions V^/ et V^^" de 9^ aux complétés 
formels de Y"^' en les deux points z' et ^" de au-dessus de ces restrictions étant 
munies d'un isomorphisme V^" = V^,, 

(3) les données de recollement évidentes. 

Pour chaque point z de Zi, choisissons arbitrairement un des deux points de au- 
dessus de 2, point que l'on note z' ; notons Az' l'anneau local complété de en ce point 
et Frac(Az/) l'anneau total des fractions de A^'. On a 

Az' C Ai^z' X A2,z' C Frac(^i,^/) Frac(^2,z') = Frac(^2') 

où, pour a = 1,2, Aoi,z' est l'anneau local complété de Y"^ ^ en z' et Fr8ic{Act,z') est 
l'anneau total des fractions de Aq, z'- Notons Va la fibre de 5"° au point Spec(Frac(Ao, z^)) 

de i;:,, - 

Les données (2) sont encore équivalentes à la donnée, pour chaque point z de Z^ d'un 
A^'-réseau V^/ C Vi © V2- 

Si l'on fixe le point géométrique 6 de 5" on peut donc écrire tout point géométrique m 
de Mb sous la forme 

= {i^a^''a)a=i,2, (V^' , données de recollement). 

On a une description analogue pour les points géométrique de 74 s C M5, la seule 
différence étant que l'on exige en plus que les réseaiix Vg' soient décomposés au sens 011 

Vz' =Vz',l®yz',2(ZVi®V2 

OÙ Vz',a est un yla^gz-réseau dans Va, a = 1,2. 

Dans la suite, pour alléger les notations, on privilégie la composante Yi^b de Y^, ou ce 
qui revient au même on identifie le quotient de k(6)^ x k(6)^ par le K{b)^ diagonal à 
K,{b)^ via la première projection. Alors, le groupe des «;(6)-points de la fibre Tjj de T en 
b admet la description suivante : 

zeZb z€Zb 
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OÙ T* échange les devx copies de K{b)^ et les deux copies de A^' (le premier facteur 
ou Az' correspond à z' et le second à t{z')). 

De plus l'action de t G Ti,{K,{b)) sur les points géométriques m de Mb est donnée par 
l'action, pour chaque z G du facteur G K,{b)^ correspondant sur le réseau V^' par 
l'homothétie de rapport (t^, 1) G A^ ^, x A^ ^, 

tz-Vz = (tz, i)Vz c Fi e V2. 

Par suite, m est fixe sous l'action Ti,{K{b)) si et seulement si, pour chaque z G Zi,, V^' est 
décomposé, d'où la proposition. □ 

3.4. Un système local de rang 1 sur S 

Rappelons qu'au-dessus du schéma hensélien S, nous avons construit un schéma fini 
et plat h : Z S de degré r et un revêtement double étale ttz : Z' ^ Z. 

Notons Lz'/z le système local en Z-modules libres de rang 1 et d'ordre 2 qui est le 
conoyau de la flèche d'adjonction 

Zz — >■ 7rz,*'^z'- 

Comme S et donc aussi Z sont henséliens, Lz'/z est géométriquement constant. 

Soit S'[, l'ouvert de S dont les points géométriques b ont les deux propriétés suivantes : 

- les deux courbes Yi^i, et 1^2,6) qui sont tracées sur le même surface réglée K{b) (8)^ S, se 
coupent transversalement, 

- les revêtements — > K,{b) ®k X et ^2,6 i^{b) ®k X sont étales en tout point 
d'intersection z e Zf, = Yi^b H l2,6- 

L'ouvert est dense dans S puisque l'ouvert A^^'^'^ C Ah est non vide (cf. (2.9)). On 
note par {—)\^ le changement de base par l'immersion ouverte ^ S. Les morphismes 
/it] : ^'i, — > S]^ et hi^ : Z'^ — > sont finis étales de degré r et 2r respectivement. 

Le système local en Z-modules libres de rang 1 

r r 

sur est géométriquement constant. Il se prolonge donc trivialement en un système 
local en Z-modules libres de rang 1 sur S tout entier. Notons Lz'/z/s ce prolongement 
qui est bien sûr lui aussi géométriquement constant. 

Lemme 3.4.1. — L'unique valeur propre de Frobenius agissant sur la fibre spéciale de 
Lz'/z/s est égale à (-l)'^z'/z/s où 

mz'/z/s = X]dini«(^)(0^^,^), 

z 

la somme portant sur les point fermés z de Zg qui sont inertes dans Z'g. 
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Démonstration : Comme S est hensélien, Z est somme disjointe des ses localisés en les 
points fermés de Zg. On peut donc supposer qu'il n'y a qu'un seul point fermé z dans 
Zs. 

Si ce point est décompose dans Z^, le revêtement étale Z' de Z est trivial et alors 
Lz'/z = "^z et Lz'/z/s = ^S; d'où l'assertion dans ce cas. 

Si au contraire z est inerte dans Z'^, notons K, Kz et Kz' les corps des fonctions de 5, 
Z et Z', et notons kz et kz' les corps résiduels de Z et Z' . Fixons une clôture séparable K 
de K et notons k le corps résiduel du normalisé de S dans K. On a un épimorphisme de 
groupes pro-finis Gal(i^/i^) Gdl{k/k) et un carré cartésien de Gal(ii'/ii')-ensembles 

B.om.K{Kz',K) ^ ]lom.k{kz',k) 



Hom^l-f^z, K) ^ Homfe(/c2, k) 

où toutes les flèches sont surjectives et où les fibres des flèches verticales ont toutes 2 
éléments et celles des flèches horizontales ont toutes m = mz'/z/s cléments. 

Soit (/? G Gal(i^/i^) est un relèvement arbitraire de rélémcnt de Frobenius de 
Frobfe e Gal(/c//c). Il s'agit de vérifler que ip agit par multiplication par (—1)"^ sur 

2r r 

OU ce qui revient au même, que le déterminant de l'action de tp sur ^Homic (Er^,,^) 
(-1)-. 

Une fois fixé un point base l'q G Homfe(A;^/, A;), on a 

Homfc(/cz',fc) = {to,ti,...,62r-l} 

et 

Homfe(fcz, fc) = {to = ir-, '-l = /-r+l, • • • , = i2r-l} 

OÙ i'^ — Frob^ ol'q et in = t^|/cz pour n = 1, . . . , 2r — 1. Par suite on a 

Hom^Ci^z, K) = AqUAiU-'-U Ar-i 

où est la fibre de }îomK{Kz, K) —>■ Homfe(A;z, k) en Ln, et (p induit des isomorphismes 

^0 ^ ^1 ^ ^ Ar-i Aq. 

Si on note $ le composé de ces isomorphismes, on peut donc identifier yj^ouiK{Kz,K) j^^j^^ 
de l'action de (f k (^Z^o'^{o,'i-,---,r-i} ni^ni de l'automorphisme 



{Xo, Xi,..., Xr-i) ^ {^{Xr-i), Xq, . . . , Xr-2)- 
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De même, on peut identifier Z^°"^^^^^' muni de l'action de ip k (^Z'^o){o,i,...,2r 1} 
muni de l'automorphisme 

{Xo, Xi,..., X2r-l) ^ {^^{x2r-l),Xo, X2r-2)- 

Le (signe du) déterminant de ce dernier automorphisme ne dépend pas de de sorte 
qu'on est ramené au cas où $ est l'identité. Dans ce cas, le déterminant est égal à la 
signature de la permutation circulaire de {0, 1, . . . , 2r — 1} à la puissance le nombre 
d'éléments ^0, c'est-à-dire à ((-i)(2r-i))m ^ (-1)^. □ 

3.5. Le tore T sur l'ouvert où Yi et Y2 se coupent transversalement 
Le S'i^-schéma en groupes 

et le noyau 

sont des iS^i-tores de rang 2r et r respectivement qui contiennent (en général strictement) 
les 5'i,-tores Tt, et T\^. 

Si Yg^ —>■ est la restriction à S^^ de la courbe spectrale universelle, on a un 
homomorphisme canonique de S'ij-schémas en groupes 

qui peut se construire comme un homomorphisme de co-bord d'une suite exacte longue 
de cohomologie et qui se décrit concrètement de la façon suivante : pour tout point b de 
Sh on construit un fibré en droites sur 17 en recollant les fibrés triviaux Ov' et Ov' à 

^ " 1,6 2,b 

l'aide d'une fonction de recollement dans 0^ = i7°(Z^, 0^, ). L' homomorphisme précédent 

b 

induit un homomorphisme de 5't|-schémas en groupes 

et donc une action de T sur la restriction Mgj^ de M à Le lieu des points fixes pour 
cette dernière action est le fermé K^j^ G Ms^^ induit par le fermé 3\f de M. 

Sur Xs^^ J^Sif on a un fibré en droites muni d'une structure unitaire 

£12 =(£12, £12 ^T* (£12)®-^) 

dont la fibre en {z', (3^i, ii), (3^2, ^2)) est (3^i,^/ ® 7f~^,ii,z' ^ j/) où 
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A priori i^^z' est un isoniorphisme entre 3^a,z' et f^/K.{b)®kX' ,t{z')-: mais comme 

h est dans ^tj, ^ étale sur nip) ®h^' et la droite uiy' /K{b)®uX' ,t{z') est canoniquement 
trivialisée. _ _ 

La donnée du fibré en droites £12 sur Z'^ Xs^ J^s^ équivaut à celle d'un T-torseur sur 
3Nf5^. Par suite, la donnée de £12 équivaut à la donnée d'un T-torseur sur Xg,^, torseur 
que l'on note dans la suite encore par £12 (voir la section 6 de [La-Ra] pour un autre 
point de vue sur ce torseur). 

Sur l'ouvert d S nous avons aussi un morphisme injectif naturel de systèmes locaux 
en Z-modules libres 

où Lz'^jz^js^ est la restriction à l'ouvert «Sti C «S du système local Lz' /z/s construit dans 
la section (3.4). 

En effet, soit a : Si;^^i — > ^t, un revêtement fini étale qui déploie totalement h^^ : Z^ ^ S^;^ 
et /i^ : ^ S'[,, de sorte que, après changement de base par S\;^^i S^^, on ait les 
revêtements triviaux 



et les tores déployés 



~ MorsJSti i,Z[) 



,Mors^(Si,,i,Z^) Mors^(S^,i,Zt), 



et 

où l'homomorphisme norme est donné par {x^/),^' — > {Y[Troip'=(p^'p')'p- 
Pour chaque (p' G Morg,^ (5'[,^i, Z'^) on note alors 

la projection canonique sur la composante d'indice (p' et on voit Xf' comme une section 
globale de X*(^^,i x^^ T). 

Choisissons arbitrairement un type «CM», c'est-à-dire un ordre dans la 

fibre de Mor^j^ (S't],!, Z^) Morg^ (^ti^i, Z[,) en chaque </? G Morg^ (S'tij, Zt,), de sorte que 
l'homomorphisme norme s'écrit encore {xip')^' {x^' Xi^'_^)ip et que x^p' = ~X(^^- Alors, 
on peut former le produit 

n X^V ^ H^iS^,uSym^Zs,^^{X%S^,, Xs, T)). 

<peMorS|^(S|,,i,Zt|) 
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Lemme 3.5.1. — // existe un unique morphisme injectif de systèmes locaux sur 

i^z^/z,/s,-Sym^(X*(T)) 

dont la restriction à S\^^i est l'injection 

qui envoie la section globale 1 sur la section globale YlipeMors (Si, i ^i,) ^</»+ 

Démonstration : Comme Xip'_ = 'X^'^, le produit n<p6Mors^ ^'^V dépend 
pas, au signe près, du type CM choisi. De plus, le co-cycle de descente de ce produit 
est exactement le même que celui du faisceau constant X*{S\^i Xg^^ T) = a*X*(T) en le 
système local X*(T), d'où le lemme. □ 



3.6. Le théorème géométrique sur l'ouvert ^t, 

Sur l'ouvert de S* on a le triangle commutatif de morphismes de champs algébriques 




où l'image de l'immersion fermée horizontale est le lieu des points fixes sous l'action du 
sous-S'[,-tore G 7 et donc aussi du tore 7 puisque ce dernier agit trivialement sur J^Si^- 

Le T-torseur £12 sur d^Si, de la section précédente induit un T-torseur [£12/1] sur le 
champ algébrique [J^Si,/'^- Ici on a pris le quotient [£i2/'Jl pour l'action de 7 sur £12 de 
la structure de torseur, alors qu'on a pris le quotient [^s^/T] pour l'action triviale de 7. 

Si X est une section de X*{7) sur un ouvert étale U — de S'[j, on peut pousser 
le T[/-torseur [£12/*^] (7 par x et prendre la première classe de Chern du fibré en droites 
x{[^i2/7]u) sur [y^Si,/7]u = [^u/7u] ainsi obtenu. Bien entendu, on a noté (— )i7 le 
changement de base par le morphisme U ^ S\^. On voit cette classe de Chern comme un 
morphisme de complexes £-adiques 

ci(x([£i2/0lt/)) : Q^,[K,A,] ^ Q£,[x,/T,][2](l) 

sur ['Nu/7u]- Cette classe de Chern induit par image directe sur U un morphisme de 
complexes ^-adiques 
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sur U, où gu '■ ^^u '■— U Xs^^ y^s^ U est la projection canonique, morphisme qui à son 
tour induit un morphisme de faisceaux pervers £-adiques gradués 

n n 

sur U. 

On a défini ainsi un morphisme de faisceaux pervers £-adiques gradués 

n n 

sur /Si, . En itérant r fois le morphisme ei2 on obtient un morphisme de faisceaux pervers 
£-adiques gradués 

n n 

sur jSi,, et aussi un morphisme de faisceaux pervers £-adiques gradués 

: Sym'-(X*(T)) pJ{-(^J^^^Q,), ^ ^^H;-+'^(^i*Q^)K(r). 

n n 

sur S'^ pour chaque caractère n de (Z/2Z)^. 
On a le sous-système local de rang 1 

i^zj/z,/s, cSym^(X*(T)) 

construit dans la section précédente. 
Lemme 3.6.1. — Les restrictions 

n n 

et 

n n 

à Lz^/Zt^/St, ^ Sym'~(X*(T)) des morphismes e^2 ci-dessus sont injectives. 

Compte tenu de ce lemme on peut identifier et on identifiera les images de ces 
morphismes avec leurs sources. 
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Démonstration : Il suffit de démontrer l'injectivité de la première flèche après le 
changement de base par le revêtement fini étale a : S[^^l — > ^ij, qui déploie totalement 
/iti : — > S'i, et : — > S\^, considéré dans la construction de la fièche Lz'^/Zt^/Si^ C 
Sym^(X*(T)), construction dont on reprend les notations. 

Ce changement de base déploie aussi le tore T et le choix d'un type CM permet 

d'identifier 7s^^ i à g^^_^^ ^\ Comme T agit trivialement sur ^5,^, on a donc 

n n 

où t^p'^ est la classe de Chern du fibré en droites sur le classifiant [S\^^l/7s^^ J obtenu en 
poussant le Tgj^ -^-torseur universel par le caractère 

Notons X(p^(£i2) le fibré en droites sur J^Si^ 1 obtenu en poussant la restriction à 3\fs^ ^ 

du T-torseur £12 par le caractère Xip'_^_ et notons simplement 

n n 

la flèche induite par sa première classe de Chern 
Il s'agit alors de démontrer que la flèche de degré 2r 

n (^^V +^^V) '■ (0'^"(^^M.*Q^))[(H)^eMo^«^(^M,^O] 

<peMors^(S|,,i,Zt|) n 

- (0 ''^"(^Sm,*^^)) [{t^'Muors, (r) 
n 

est injective (voir le lemme A. 2.1), ce qui est évident. □ 

Notre résultat principal concernant la cohomologie équivariante de Ms au-dessus de 
l'ouvert S\n de 5' est alors le suivant : 

Théorème 3.6.2. — Pour chacun des deux caractères endoscopiques k : 1? ^ {il}? 
l'application de restriction 

n n 

est injective et son image est précisément le sous-Q^({X* {T^{—l)]-module en faisceaux 
pervers gradués sur S 
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Démonstration : Pour chaque entier n, ^'K"'{fs^^,*Qi)K est potentiellement pur de 
poids n d'après le corollaire 3.2.4. L'injectivité de la flèche de restriction est donc une 
conséquence du corollaire A. 1.3. 

Le reste de la démonstration du théorème fait l'objet des deux paragraphes qui suivent. 

□ 

Corollaire 3.6.3. — Pour chacun des deux caractères endoscopiques ^ {=1=1} 

il existe un isomorphisme de faisceaux pervers gradués sur 

n n 



Démonstration : D'après le théorème on a un isomorphisme de Q£[X*(T)(— l)]-modules 
en faisceaiix pervers gradués sur S 

n n 

De plus, compte tenu de la pureté l'isomorphisme canonique 

induit une suite spectrale dont la partie k dégénère en un isomorphisme 

n n 

De même, il existe un isomorphisme 

n n 

d'où le corollaire. □ 
3.7. Une construction à la Altman et Kleiman 

Nous aurons besoin d'une construction inspirée des espaces de modules de présenta- 
tions d 'Altman et Kleiman (cf. [Al-Kl]). 
Notons simplement 

r 

/ " ^ 

-S'il,! C Zt, xgjj ■ ■ ■ xsjj Z[, 

le sous-schéma ouvert et fermé du produit fibré formé des z= {zi, . . . , Zr) tels que Zi ^ Zj 
pour tous i ^ j. C'est un 5't|-schéma fini étale de degré r! qui, par changement de base, 
déploie complètement le revêtement fini étale Z\^^ S<^. 
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Pour tout point géométrique z_ = (^i,...,^^) de S^^^i d'image b dans S^^ et tout 

[il 

i = 0,1,..., r, on considère la courbe déduite de Yî, en normalisant cette courbe 

~ fol \r] 

en les points Zi+i, . . . , Zr & Zb = Yi^h fl l2,6- On a donc Yz_ = 11,6 U l2,& et 1^ = Yf,, 
et pour chaque i — 0, 1, . . .,r, la courbe Yz'^ est une normalisation partielle de Y^''^^'^ 
qui a pour composantes (non irréductibles en général) Yi^b et ^2,6; composantes dont 
l'intersection est réduite à {zi, . . . , Zi} et qui se coupent transversalement en ces points. 



Yi,b n Y2,b = — ^ yP — ^ ^ yP = Yb 

Y 



On a aussi le revêtement étale double 



=X' XxY^^ -^Y^l 

Pour i fixé et z variable, les courbes Yz_ et leurs revêtements étales doubles ci- 
dessus se mettent naturellement en famille sur S\^^i. On peut donc former le S\^^i- 
champ algébrique M^*' dont les points géométriques sont les triplets 5"^, où z 
est un point géométrique de S[^^i, J''*! est un Module sans torsion de rang 1 sur Y^^^ et 

est une structure unitaire. 

On a M[o! = xs, J<s^, et = Xg^ Ms^ et on a des immersions fermées de 
S'il,! -champs algébriques 



induites par les foncteurs d'image directe pour les normalisations partielles Yz_ ^Yz 
Le composé de ces immersions fermées n'est autre que le changement de base par 
— >^ S't, C 5 de l'immersion fermée Kg ^ M5 considérée précédemment. 
Bien sûr, pour chaque i = 0,1, ... ,r on peut définir pareillement le ^ij^i-schéma en 

groupes des Modules inversibles unitaires sur la famille des Y^^^ et on a une action 
par produit tensoriel de P^*] sur M^^^. On a des homomorphismes 

p[r] _^ , p[l] _^ p[0] 



et, compte tenu de ces homomorphismes, pour chaque i = 0, 1, . . .,r — 1, l'immersion 
fermée i^*] ci- dessus est P^^+^l-équi variante. 

Le /Sti^i-tore T^^l := ^ti,! x^^^ T se décompose naturellement en un produit 



^^=7-1 Xs^,iT2-- - Xs^,iT„ 
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OÙ 7i est le noyau de rhomomorphisme P^^^ — > P^^ et est le changement de base par 
la i-eme projection S^^^l ^ Z^^ du tore 

Notons 

r 

. ^ . 



le sous-schéma ouvert et fermé du produit fibré formé des z' = {z[, . . . , z'^) dont l'image 
z dans Z<^Xs^ Z\^ - ■ ■ Xg^ Z^^ est dans S'^^i. C'est un revêtement fini étale de S'^^i de degré 

Pour chaque i = 0, l,...,r — 1, considérons le S'^ ^^-champ algébrique M'I^'^+^J des 
où : 

1) z^ est un point de S*^ j^, d'image z dans S\^^i et h dans S^, 

2) le couple (z', (3^^, i^)) est un point de M^, 

3) e est une modification élémentaire inférieure en z'j^_^-^ de ^jt^'^+^l^ c'est-à-dire d'un 
homomorphisme injectif de 0^/[i+i] -Modules 

où : 

image directe par le morphisme de normalisation partielle 
lï^''^iïf'+'Ue(:?W,tW), 

- S est un Module sans torsion de rang 1 sur Y^^'^^^ , 

- Coker(e) est de longueur 1 et à support dans {-z^+i}- 

L'oubli de e est une fibration en droites projectives 
et on a les deux sections 

de définies comme suit : soient a G {1,2} et {z/ , {'J^^\ i^^^)) un point de 

S'^i X Si, 1 M'*^ 5 on définit la modification inférieure élémentaire 

'^a • Ja. ' ^ 
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qui intervient dans cr["'(2', (î'W, en prenant l'image directe par la normalisation 
partielle Y^^^ — > l^^*"*"^^ de la modification élémentaire 

où ^j'+i^cK l'unique point lisse de ^ au-dessus du point double z'^_^_i de Y^'^'^^K 
On définit un morphisme de ^^-champs algébriques 

en envoyant (^', (3^W, : S g^t^^+i]) sur (^', tt*"'"-'^]) où J't^+^l est la somme 

amalgamée de la modification inférieure e : S ^ g^[«,î+i] 2;^^^ et de la modification 
supérieure (T*£^)ot[*'*+^] : J'I^-^+i] ^ t*9^ en t(2;^_^i) 7^ z'^_^_i, et où i^'+^l est la structure 
unitaire évidente. 

Le lemme suivant est une variante du théorème 18 de [Al-Kl] et on renvoie à cette 
référence pour les détails de sa démonstration. 

Lemme 3.7.1. — Le morphisme p'[*'*+^l : M't*'*+^^ S'^ -^^ Xs,^ ^ M'*"*"^] est un pincement 
de M't*'*"''"'^^ identifiant les deux sections 

de . Plus précisément, 

- est fini, 

- l'image réciproque par de l'image de l'immersion fermée S'^ ^ ^s^ji '• 
'^{1 ^5ti 1 '^^^^ ^ 1 ^Vtf*"'"'''^ est la réunion des images des deux sections a^^ 
et 

- p'[*'*+^] est un isomorphisme en dehors des images de ces deux sections, 

- il existe deux sections globales h^^ et h\^ du S'^ ^-schéma en groupes S^ -^ xs^. ^ P^*' 

induisant des automorphismes de S^-^ ^Si, 1 ^^'^ notés aussi hi^ et /i2^ tels que le 
carré 



soit commutatif pour a = 1,2. 
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Démonstration : Pour ck = 1,2, on a une structure unitaire évidente induite par i^*] 
sur le Module sans torsion de rang 1, ^^'^^['''(-^i+i.a)] ~ [-^i+i.a])' structure que l'on note 
iW([T(2;-_,_j^^)] — [z'^j^^ ^]). Avec cette notation on a 

= [z', (y^W - Yl^^+%{9^l^{[r{zl^,^J] - [zl^,J),L^H[r{zUi,a)] - Wi+iJ))) 
pour eu = 1, 2 et 

i^^{z',3^^^,t^^) = {z', (Y^^ ^ y^[^+il),(3^[^ J^l)) 

de sorte que la section hf^ qui envoie z' sur ([t(-2^^i q,)] — [-2^+1^0,]) muni de sa 

structure unitaire évidente, répond à la question. □ 

Par dualité et fonctorialité on a une modification élémentaire supérieure en t{zI_^i) 

Si on note (par abus) [2^^_|_j^] le diviseur de Cartier sur y;['+'] induit par la fibre de 
_^ ^^^^ j^r passant po^j- Iq point -2^+1, dans un voisinage suffisamment petit 
de z'j^_^_i (on veut éviter les autres Zj et T{z'j) qui pourrait être sur cette fibre), le 
0^/[i+i] -Module inversible Oy,[i+i]{—[2zl_^_-i]) est un Idéal de co-longueur 2 de 0^/[i+i] 

et le morphisme canonique 

T*(S^ ®o o^,,+ii(-N+i])) T*s^ ®o ,,+,1 o^'u+u = T*g^ 

se factorise en une modification élémentaire inférieure en t{z'^_^i) 

s- : g- := T*(S^ ®o 0^„+,(-N+i])) 9^'^'^+'^ 

î. — 

suivi de (r*£^) otl^'^+i]. 

On munit M'^*'*"*"^] de la données de descente, relativement à S"^ ]^ — > S\^^i, qui définie 
par l'involution r qui envoie (^', 3^^'^\ £ : S ^ g^i^^+i]) sur 

(t(z'),^^'U^'U^ : ^ 

Remarquons que les sections a[*^ et ^ ci-dessus sont échangées par cette involution. 

On a donc un S'ti^i-cliamp algébrique Mt*'*"'"^] dont le changement de base par 5^ — > 
S'ti^i est M'ï*'*"*"-*^] et un morphisme d'oubli 
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qui est une fibration en droites projectives «tordues». Le points géométriques de Mt*'*"*"^] 
sont les uplets 

{z, s' : g' 3^^'^'+'\s" : S" 3^^'^'+'^) 

formés d'un point géométrique z_ de S\^^i d'image 6 dans de (g^W,^^'^) 

comme ci-dessus 

et de deux modifications élémentaires inférieures s' et e" en z'^_^_i et z'/_^_i respectivement, 
où {-^i+i, -^i+i} est la fibre de — > Z^^ en Zi+i, modifications qui vérifient la compatibilité 

Le morphisme p'[*'*+^] se descend un un morphisme de 5'i,,i-cliamps algébriques 



3.8. Preuve du théorème sur l'ouvert 

Pour terminer la démonstration du théorème 3.6.2, il suffit de le faire après avoir 
remplacé S-^ par un revêtement fini étale. 

On peut donc se placer sur S^^^l et utiliser la construction à la Altman et Kleiman de 
la section précédente 




[i.i+i] 




OÙ on a noté la projection canonique de M^*^ sur ^ti,!. 
On vérifie que 



ti,i 



t|,i -^r 



OÙ Lj C X*(Tj) est l'image réciproque par la ï-ème projection S\i^^i — > de -£'z^'/Zt|/Z|,- 
On note 



où = Ti xs^_^ T2 xs^_^ • • • xs^_j Tj. 

On montre alors par récurrence sur z = 0, 1, . . . , r que, pour chacun des deux caractères 
endoscopiques k : 1? ^ {il}? l^i fièche de restriction le long de l'immersion fermée 
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est injective et que son image est précisément le sous-Q^[X*('j[*])(— l)]-module en 
faisceaux pervers gradués sur S 

n n 

Le cran i = de la récurrence étant tautologique, il suffit de déduire le cran i du cran 
i — Après le changement de base S'^ ^ S\^^i le diagramme de champs ci-dessus devient 
un diagramme 

jV[/[*-i,*] 





où est maintenant un fibré en droites projectives non tordues munies de deiix 

sections (t[* ^'^ et a"2 ^\ où S'^ -^^ x ^ % — îîm,s^ ^ agit par homothéties en fixant ces 
deux sections et où p'[*~^'*l est un pincement Gm,s^ ^-équivariant de ce fibré projectif le 
long de ces deux sections. On se retrouve en fait dans une situation du type de celle 
considérée dans la section (A. 2). 

Il résulte donc de la proposition A. 2. 5 que la flèche de restriction le long de l'immersion 
fermée i'^''^^ : M'I'"^! ^ M'W 

n n 



est injective et que son image est précisément le sous-Q£[tj] -module en faisceaux pervers 
gradués sur S 

(^i + Ci)(0W((/'[*-i]).Q,),)[t,] c (0P:K"((/'[^-^]).Q,)«)[t,] 

n n 

OÙ Ci est la classe de Chern, notée es dans (A. 2), du fibré vectoriel définissant le fibré 
projectif On rappelle que l'on a un isomorphisme canonique 

P(3^[5'^+il) = p(g^W ^grW ) = p((3^W )®-i)©«(^' )). 



Par descente de 5^ ^ à S\^^i on en déduit que la fièche de restriction le long de l'immersion 
fermée i^'-^^ : M^^'^^ ^ 
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est injective et que son image est précisément le sous-Q^[X*(Ti)(— l)]-module en faisceaux 
pervers gradués sur S 

n n 

On conclut enfin la récurrence et donc la preuve du théorème 3.6.2 par une formule 
de Kûnneth. 

3.9. L'argument de déformation 

Résumons la situation. Au-dessus de l'hensélisé 5" de Ah en le point a G Anik), on a 
deiix morphismes propres fs'-M,s^Setgs- S. 

Comme 'Ns est formellement lisse sur k, chaque faisceau de cohomologie perverse 
^'K'^{gs,*Qe) est pur de poids n et il en est de même de sa partie k, ^'K'^{gs,*Qe)K^ pour 
n'importe quel caractère k de (Z/2Z)^. En particulier, les faisceaux pervers ^^^{gs,*Q£) 
et ^'K^{gs,*Qe)K, sur 5" sont géométriquement semi-simples. 

On a de plus l'action du groupe discret sur pour laquelle l'action induite de 
sur chaque faisceau de cohomologie perverse ^^"'{fs,*Qe) se factorise à travers le 
quotient 7? — > (Z/2Z)^. Bien que M5 ne soit pas formellement lisse sur k, on sait que, 
pour chacun des deux caractères endoscopiques k de (Z/2Z)^ et chaque entier n la partie 
K-isotypiquc P3^"'(/s,*Q^)re de p^K"'(/5,*Q^) est pure de poids n. En particulier, cette 
partie K-isotypique est un faisceau géométriquement semi-simple. 

On a enfin une action du S'-tore T sur M5 qui commute à l'action de 7? et dont le lieu 
des points fixes est le fermé image de J^s dans M5. On peut donc considérer les faisceaux 
pervers gradués de cohomologie T-équivariante 

0pj{"(/i;*Q^) et ^^:K-{glM) 

n n 

et leur parties K-isotypiques 

0^^H;-(/J,,Q,).et ^^:K-{glMn 

n n 

pour n'importe quel caractère k de (Z/2Z)^. Ce sont des faisceaux en modules gradués 
sur le faisceau en Q^algèbres graduées Qi[X*{T){-l)] = Sym(X*(T) Q£,s(-1)) sur 
S. 

Fixons un caractère endoscopique n de (Z/2Z)^. Comme T agit trivialement sur K5, 
on a 

N := 0p:K"(^^,.Q^)« = Qi[X*{T){-l)] 0p:k'^(^s,*Q£)« 

n n 

et, tout comme ^^K"'(^s,*Q^)«;, N est un faisceau pervers gradué géométriquement 
semi-simple. 
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La pureté des ^'K^{fs,*Q£)K implique que la flèche de restriction 
M := 0p:K"(/|;^Q,)^ ^ 0pjC-(^t^q,)^ = AT 

n n 

est injective, que tout comme 0„ pïK'^(/s,*Q^)k, M est un faisceau pervers gradué 
géométriquement semi-simple, et que 

0P:K'^(/5,*Q£)k = Q£ <H)Q,[X*(T)(-1)] M. 
n 

Proposition 3.9.1. — Pour tout point géométrique b de S il existe un trait strictement 
hensélien V de point fermé v et de point générique rj et un morphisme de schémas 

(f : V ^ S tel que 

- (p{v) = b et if{ri) e C S, 

- (f*N est à cohomologie ordinaire constante. 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition 2.9.1. 

□ 

Corollaire 3.9.2. — Si j : S^^ ^ S est l'inclusion, on a 

M = 3uj*M etN^jufN 

et aussi 

quel que soit l'entier n. 

Démonstration : Comme M (resp. A^) est pervers la flèche d'oubli des supports 
PJ{°(j!j*M) ^ PJ{0(j*i*M) (resp. PJ{0(j!i*iV) ^ P:K°(j*j*iV)) se factorise en 

PJi\jd*M) ^ M ^ P:K\jJ*M) (resp. '^:H\jd*N) ^N^ ''^''{j.rN) ) 

et il s'agit donc de démontrer que les flèches de faisceaux pervers ^^^{j\j*M) M 
et ^^^{j\j*N) — > N sont surjectives et que les flèches de faisceaiix pervers M — > 
et N ^ P3€°(j*j*A'") sont injectives. Le problème est de nature géométrique 
et on peut donc remplacer 5" par son hensélisé strict, ou ce qui revient au même supposer 
que M et N qui sont a priori géométriquement semi-simples, sont en fait semi-simples. 

Pour tout Q^-faisceau pervers irréductible K sur S dont le support rencontre l'ouvert 
S\n, on a bien sûr K = j\^j*K. Il s'agit donc de démontrer que AT, et donc a fortiori M, 
n'a pas de sous-objet simple K dont le support dans S ne rencontre pas S'i,. 
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Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe un tel K. Soit h un point 
géométrique de S tel que la fibre de en 6 soit non nulle. Prenons alors un morphisme 
(f -.V ^ S comme dans la proposition. Alors, ip*K est un facteur direct de (f*N et est 
donc à cohomologie ordinaire constante. Par suite le support de K rencontre ^t], d'où 
une contradiction. □ 

Rassemblant les résultats de ce corollaire et ceux obtenus sur l'ouvert S\^^ on obtient 
finalement 

Théorème 3.9.3. — Pour k : (Z/2Z)^ — > {±1} endoscopique on a un isomorphisme 
de faisceaux pervers gradués sur S 

0P?<"(/s,*Q£). ^ Lz^/z/s ®zs 0P:K"-''^(^s,,Q,),(-r). □ 

n n 



3.10. Comptage de points rationnels et le théorème global 

Pour K, : (Z/2Z)^ {il} endoscopique on vient de terminer la construction d'un 
isomorphisme de faisceaux pervers gradués sur S 

(*) ®'"K^{fs,m>^ ^ Lz'/z/s ®zs 0P^H;-^^(^5,*Q£)K(-r). 

n n 

Nous allons maintenant déduire une conséquence numérique de cet isomorphisme. 

Soit s le point géométrique de S, localisé au point fermé s de S* défini par une clôture 
algébrique k de k — ¥q — k,{s). On note comme d'habitude Frobg l'endomorphisme de 
Frobenius géométrique en s. 

Lemme 3.10.1. — On a les deux égalités 

5](-l)-+-lV(Frob„^-((PJ{-(/5,*Q^).)«)) = ^(-l)"lV(Frob„iï-(M^,Q,)«) 

m,n n 

et 

Tr(Frob„ H^''ii^:K^{gs,.Qi)-h)) = E^-^)" Tr(Frob„ Q,),). 



Démonstration : Considérons la catégorie abélienne A des Q^-espaces vectoriels de 
dimension finie munis d'une action continue de Gal(A;/A;) et d'une action de Z^ qui 
commute à l'action de Gal{k/k) et dont la restriction à 2Z^ est unipotente. Considérons 
aussi la catégorie abélienne A^^ des Q^-espaces vectoriels de dimension finie munis d'une 
action continue de Gal(/c//c) et d'une action de (Z/2Z)^ qui commute à l'action de 
Gal{k/k). La flèche 

KoiA'') ^ KoiA) 
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induite par l'inclusion de A^^ dans A est un isomorphisme. 

Pour tout caractère k : (Z/2Z)^ {±1} C et tout objet F de yi on définit 

lV^;(Frob„F)eQ, 

comme suit : V définit un élément [V] de Ko{A) donc un élément [V]^^ de Ko{A^^) et on 
pose 

IV^^lFrob,, V) = lV«(Frob„ [Vf'). 

L'objet C = fs,*Qi de la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceairx £- 
adiques sur S, est muni d'une action du groupe telle que le sous-groupe 21? C Z^ 
agit trivialement sur ®^^3^"^(C'). En considérant les tronqués successifs de C pour la 
t-structure intermédiaire, on voit que 2Z^ agit de manière unipotente sur C. 

La fibre Cj de C en s définit un élément 

[Cj]:=J2i-mH''{Cj)]eKoiA) 

n 

qui est égal à 



n 

d'après le théorème de changement de base pour im morphisme propre. De même la fibre 
(PIK"^(C))-g en s de chaque faisceau de cohomologie perverse pCK"^(C) définit un élément 

m 

Maintenant, on a l'égalité 

n 

dans Ko{A), d'où l'égalité 

n n 

toujours dans Ko{A), et par conséquent l'égalité 

^(-l)-lV-(Frob„ (p:K-(C))^) = ^(-l)"'IV-(Frob„ H^iMs, Qi)) 

n n 

dans Q^. On a en fait deux éléments virtuels de A^^ qui, comme objets de A, ont la même 
classe dans Ko{A). Ils ont donc la même classe dans Ko{A^^). 
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Enfin, puisque 11? agit trivialement aussi bien sur les faisceaux pervers p^K'^(C) que 
sur les groupes de cohomologie ordinaires iy'^(Ms, Q^), et puisque (Z/2Z)^ est un groupe 
fini, de sorte que l'on a 

= iï-((p:K-(C))^)«, 

on obtient la première égalité cherchée 

J](-l)™+"Tr(Frob„iï-((PJ{-(C)J^) = ^(-1)" Tr(Prob„ iï-(M^, Q,),). 

m,n n 

La deuxième égalité se démontre de façon identique. □ 

Compte tenu de ce lemme, on déduit de l'isomorphisme (*) la proposition suivante. 
Proposition 3.10.2. — Pour k : (Z/2Z)^ {±1} endoscopique on a l'égalité 

^(-1)- IV(Frob„ H^{Mj, Q,)«) = MFrohs, H^ÇNs, Qe).) 

n n 

OÙ mz'/z/s est l'entier de la section (3.4). □ 

Nous allons maintenant récrire cette égalité à l'aide de la formule des points fixes de 
la section (A. 3), ou plutôt sa variante champêtre appliquée aux fc-champs muni de 
l'action du /c-champ de Picard Pa, et 'Na muni de l'action du /c-champ de Picard PH,a- 

Comme dorénavant nous ne considérons plus d'autres fibres des morphismes M — > A 
et K — > Ah que celles en a, on peut alléger les notations en supprimant l'indice 
a. On a donc une courbe spectrale Y G T,, notée précédemment Ya, réunion de 
composantes géométriquement irréductibles Yî et Y2. On a de plus le revêtement double 
étale tty : Y' = X' Xx Y ^ Y de composantes (géométriquement) irréductibles les 

= X' Xx Ya pour a = 1, 2. 

La catégorie M{k) a pour objets les couples (9^, tg^) oii 5" est un O^^^y,-Module 

cohérent sans torsion de rang 1 et où tg^ : t*3^ H'^ est une structure unitaire sur 
les morphismes étant les isomorphismes de O^jg^^ y, -Modules qui respectent les structures 

unitaires. La catégorie de Picard P{k) a pour objet les couples (S,ig) oii maintenant S 
est un O^i^^y, -Module inversible et 011 1 : t*S — ^ S®~^ est une structure unitaire sur S, 
et P{k) agit sur M(/c) par produit tensoriel. 

La catégorie 3\f(/c) est quant à elle la sous-catégorie pleine de l\l{k) dont les objets 
sont les couples (5", Lg^) qui sont décomposés relativement au découpage /c ®fe F' = 
k (8)fe Y( Uk(S>k Y-i- On a donc 

X(fc) = Mi(fc) X M2(^) 

où la catégorie Ma (A;) est définie comme M(A;) mais après avoir remplacé Y' par Y^. Si 
on pose Q = PH,a pour alléger les notations, la catégorie de Picard Q{k) = Pi{k) x P2{k) 
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OÙ Pa{k) est la catégorie de Picard définie comme P{k) mais après avoir remplacé Y' 
par y^, agit sur 3\f(/c) par produit tensoriel. 

Le point a de Anik) étant choisi comme en (3.1), on sait d'après le lemme 2.8.2, que 
7ro(-P) est le fc-schéma en groupes constant de valeur le groupe fini (Z/2Z)^. On a de plus 
la suite exacte 

^ P^{k) P{k) (Z/2Z)2 ^ 0. 
Remplaçant successivement Y' par Y"/ et par 1^2) oii voit que 

MQ){k) = MPi)ik) X 7ro(P2)(A;) = (Z/2Z)2 

et que l'on a aussi la suite exacte 

^ Q^ik) ^ Q{k) ^ 7ro(Q)(A;) ^ 0. 

La catégorie quotient [M/P](/c) a pour objets les G obM(/c) et pour flèches de 

(5", 6g^) vers un autre objet (3"', tg^/) de [M/P](/c), les classes d'isomorphie d'objets (S, 6g) 
de P{k) tels que (S <8)o^ y, '-g (H) tg-) soit isomorphe à (5"', tg-') dans M(A;). On a un 
foncteur de Frobenius naturel 

Probç : [M/P]{k) [M/P]{k) 

à l'aide duquel on peut retrouver la catégorie [M/P]{k) comme dans la section (A. 3). 
Comme dans loc. cit. on note [M/P]{k)^ l'ensemble des classes d'isomorphie des objets 
de [M,/P]{k) et on définit une application 

cIm : [M/P](A;)j ^ 7ro(P) = (Z/2Z)2. 

La catégorie quotient [3\r/ Q] (k) est le produit de catégories 

[3^/Q]{k) = [Mi/Pi]{k) X [M2/P2](^). 

On a un foncteur de Frobenius naturel 

Frobq : [3^/Q](k) ^ [N/Q^k) 

produit des foncteurs de Frobenius pour [Mi/Pi](/c) et [M2/P2](/s), à l'aide duquel 
on retrouve la catégorie [y^/Q]{k) = [Mi/Pi](/c) x [M2/P2](A;). On note [J^/Q]{k)^ = 
[Mi/Pi](A;)jj X [M2/P2](^)tt l'ensemble des classes d'isomorphie des objets de [N/Q]{k) et 
on a alors une application 

dy^ : [J^/Qm^ ^ TToiQ) = (Z/2Z)2 

qui n'est autre que cl^ = cl^i x cl^a où c1m„ : [M^/PaWi ~^ 7ro(Pa) = Z/2Z est 
définie comme cljvi; mais après avoir remplacé Y' par Y^. 
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Lemme 3.10.3. — Pour chacun des deux caractères endoscopiques k on a ko cl>f = 1. 

Démonstration : Si on a un isomorphisme Frob*(5'Q;, tg-^) = (3^ a, 1^3" a) ® (Saj'-Sc.) 
où (î'ajtg^^) G obMQ;(A;) et (Sa,ig„) £ Pa{k)i alors la composante connexe Aq. G 
7ro(-Pa)(^) = Z/2Z contenant 9a est nécessairement nulle. 

En effet, d'après le lemme 2.8.3, il existe une application de 7ro(MQ,)(A;) dans Z/2Z 
équivariante par rapport à l'action évidente de 7ro(-Pa)(^) sur 7ro(MQ;)(/c) et à l'action de 
7i'o(-Fa)(^) — Z/2Z sur lui-même par translation. 

Or Frob^(5'a, ig-^) et (5'q:)''3'„) sont dans la même composante connexe de Mq, d'où 
l'assertion. □ 

Appliquant alors la proposition A. 3.1 on obtient les formules de points fixes suivantes. 
Proposition 3.10.4. — On a les égalités 



J](-irTr(Frob„if-(fc®fcM,Q,),) = \P\k)\ 

n me[M/P](fc)|j 



Aut(m)| 



et 



Y,{-ir Tï(Frob„ H^{k ®u Ql).) = \Q\k) \ Y. TÂ^) 



ne[K/Q](fc)j 



□ 



Remarque : Les champs M et P sont de Deligne-Mumford et n'importe quel objet sur 
k de l'un de ces champs a pour seuls automorphismes 

{±i}=r=^-^" = (iî°(^®, Y'.oi^^^,)r-^-r\ 

Ces automorphismes sont donc les mêmes pour M et P. Ils disparaissent donc dans le 
champ quotient [M/P] et dans la suite on peut donc les négliger. Le même raisonnement 
vaut pour l'autre quotient [N/Q] . □ 

Nous allons finalement ((localiser» les seconds membres des formules des points fixes 
ci-dessus. Pour cela nous aurons besoin d'un point base de M(A;) et d'un point base de 
Ji{k). 

Commençons par préciser ses points base. À la fin de la section (2.6) nous avons 
construit une section de Kostant de la fibration de Hitchin au-dessus de A'"'^'^. C'est un 
Oyz-Module inversible racine carrée de wy/ jx' muni d'une structure unitaire. Remplaçant 
successivement Y' par Y"/ et par Y2 nous obtenons donc un objet de Kostant {%, lx) = 
((3Ci, tXi), (3^2, ''X2)) de 3\f(/c). Par image directe par la normalisation partielle Y(U.Y2 —>■ 
Y', c'est-à-dire par image par l'immersion fermée z : K ^ M, cet objet de Kostant de K 
définit un objet qui est différent de l'objet de Kostant de M{k). Remarquons en particulier 
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que l'image directe de % est sans torsion de rang 1 sur Y' mais n'est pas inversible comme 
l'est l'objet de Kostant. 

Nous prendrons pour point base de 3^{k) l'objet de Kostant (3C, 1%) et pour point base 
de M{k) l'image de cet objet de Kostant de J^{k) par z, objet que nous noterons aussi 

Notons au passage que le signe (—1)'^ qui apparaît dans l'énoncé du théorème 1.5.1 
provient bien du fait que nous avons pris comme point base l'objet de Kostant de K et 
non l'objet de Kostant de M comme dans [Kot 2] . 

Procédons maintenant à la localisation pour M. Pour chaque point fermé y de Y, on 
a un analogue local de la catégorie [M/P]{k). Soit Ay le complété de l'anneau semi-local 
de Y' le long de 7ry^(y) et Fvac(Ay) l'anneau total des fractions de Ay. L'involution r de 
Y' induit une involution notée encore r sur Ay. 

Pour chaque point fermé y de Y, notons Ky le complété de % le long de iTy^^y), de 
sorte que Ky est un ^y-module sans torsion de rang 1 et que l'on a une structure unitaire 
LKy : T*Ky Ky = LiJx/Y,y ®Oy,j, Ky^. On en déduit un Frac(^y)-module 

Vy := Prac(Ay) ®Ay Ky 

de dimension 1 et une structure unitaire 

f^Vy ■ r*Vy Vy = Homprac(Aj,)(^y,Prac(^y)) 

sur cette droite vectorielle. Ici le produit tensoriel par u;x/Y,y est inutile puisque u>x/y 
est à support dans le fermé fini de Y où le revêtement fini génériquement étale y — > X 
est ramifié. 

Soit Ay le complété de la /c-algèbre semi-locale k (E)k Ay. Pour tout A^-module My on 
note M y = Ay (g)^^ My. Considérons l'ensemble de sous-A^-modules de Vy 

Miy)ik) = {Vy c Vy I Frac(:4^)V^ = Vy et iy^r^Vy) = V^} 

où Ly^ est induit par ty^ et où Vy — uJx/Y,y ®Oy,y Vy^ et 

Vy' = {i^e Homp^^^(^^)(F„Frac(:4^)) | zv(V,) C Ky}. 

Sur cet ensemble on a l'action par homothéties du groupe 

P{y)ik) = {ae Frac(Z,)x/Z; | T(a) = a''}. 

Considérons alors la catégorie quotient [M{y)/ P{y)]{k) de M{y){k) pour cette action 
de P{y){k). Si y est un point lisse de y, P{y){k) agit librement et transitivement sur 
M(|/)(/c), de sorte que la catégorie [M(j/)/P(y)](/c) n'a qu'un seul objet à isomorphisme 
près et cet objet n'a pas d'automorphisme non trivial. Le produit de catégories 



Y[my)/p{y)\{k)= n my)/p{ym) 

yÇY yÇ_Yo'^^S 
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OÙ gg^ fermé des points singuliers de Y et où les y sont des points fermés, est donc 

un produit fini. 

On construit un foncteur 

comme suit. À toute collection de réseaux {Vy)y on associe le O^^^y, -Module cohérent 
sans torsion de rang 1 obtenu en recollant la restriction du Module % à l'ouvert de lissité 
de k (8)fc Y' et les Vy c Vy. On munit ce 0^^^^ y, -Module de la structure unitaire qui est 

la structure ioc sur l'ouvert de lissité de k ®k Y' et celle qui est donnée sur chaque Vy. 
De manière similaire on a un morphisme de catégories de Picard 

n P{y)(k)^P(k) 

qui, à toute collection de scalaires {ay)y associe le O-^^^j^ y, -Module inversible obtenu en 

recollant le Module trivial sur l'ouvert de lissité de k®kY' et les réseaiix ayAy C Frac(74y), 
ce recollement étant muni de la structure unitaire évidente. 

Le morphisme entre les M est équivariant relativement au morphisme entre les P et 
induit par passage au quotient un foncteur 

n my)/p{ym^[M/pm. 

Lemme 3.10.5. — Ce /oncteîir nyeysing[M(y)/P(y)](A;) — >■ \M/P]{k) ci-dessus est une 
équivalence de catégories. 

Démonstration : Montrons tout d'abord que le foncteur est essentiellement surjectif. 

Soit (5', Lgr) un objet de M,{k). La restriction de 3" à l'ouvert de lissité de k ®A; Y' est 
inversible. On peut donc trouver un Module inversible unitaire sur k (E)k Y' qui prolonge 
la restriction de (5", tg-) à cet ouvert. En effet, pour avoir un tel prolongement, il suffit 
de choisir, pour chaque y G ysmg^ vecteur de base unitaire Cy de la Frac(Ay)-droite 
vectorielle Frac(^y) Vy et de recoller la restriction de (5", tg-) à l'ouvert de lissité et 

les sous-^y-modules inversibles unitaires AyCy C Frac(^y) (8)^ Vy. 

Par suite, quitte à remplacer notre objet de départ par un objet qui lui est isomorphe 
dans [M/P](/c), on peut supposer que (5", tg^) et l'objet (3C, ljc) ont la même restriction à 
l'ouvert de lissité de k^kY'- La surjectivité est maintenant triviale puisque tout Module 
sur k ®fe Y' peut s'obtenir par recollement de Modules sur l'ouvert de lissité et de Ay- 
modules. 

Pour terminer la preuve du lemme, montrons que le foncteur est pleinement fidèle. 
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Soient (Vy)y£ysing et (Vy)j/£ysing deux objets de Hj/ey^ing M(y)(/c), d'images (5", 63-) 
et {3^',ig^') par le foncteur de recollement. Il s'agit de voir qu'il revient au même de 
se donner un élément (ay)yçy-sing e P{y){k) tel que ayVy = V'y pour chaque y, ou de 

se donner un objet (S,ig) de P{k) et un isomorphisme (S,ig) ® (5", iy) — > (5"', tg-')- 
Or, par construction les restrictions de (S^, tg-) et {3^',L'J') à l'ouvert de lissité de 
k ®fc Y' sont toutes les deux isomorphes à la restriction de l'objet de sorte 

que la restriction de (9, '-g) à cet ouvert de lissité est nécessairement trivialisée. L'objet 
(S, '^g) s'obtient donc de manière unique par recollement de sous-^y-modules inversibles 
unitaires Aytty C Frac(^y) □ 

Pour chaque y G Y^'-^^ on a un foncteur de Frobenius naturel 

Frob, = [Miy)/Piy)m ^ [M(y)/P(y)](^) 

à l'aide duquel ont peut définir une catégorie [M,{y) / P{y)]{k) comme dans la section 
(A. 3). Soit [M{y)/P{y)]{k)^ l'ensemble des classes d'isomorphie d'objets de cette dernière 
catégorie. 

Pour chaque j/ G y, on a un plongement 

my)/p{y)]{k)^^ n [ny')/p{y'mh 

dont la composante en y est l'identité et la composante en n'importe quel y' ^ y est 
constante de valeur la section Ky' C Vy' . On note 

clM(.):[M(y)/P(y)](/c)tt^(Z/2Z)2 

la restriction de l'application cljyt via ce plongement. L'application composée 

n my)/P{y)]{k)^ [M/P](/c)tt ^ (Z/2Z)2 

est alors la somme des applications cljvt;(y) pour y G 
On a donc 

^(cImM) ^ tt ( f^{c^M{y){my) ) 

|Aut(m)| -L-L I , , |Aut(mJ| 

En remplaçant successivement Y' par Y( et par Y2 dans les définitions et énoncés 
ci-dessus et en faisant le produit des résultats obtenus, on obtient une équivalence de 
catégories 

J/e'Ksing 
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et donc l'égalité 



(**) 



1 



^ I Aut(n) 



n 



E 



j/Gr«i°g We[X(j/)/Q(î/)](fc), 



Aut(nj^ 



Notons l'ensemble des points fermés de Z = Yi fl F2 qui sont inertes dans le 

revêtement double étale Z' — > Z. Pour chaque z G ^^^erte notons la longueur de la 
K(2;)-algèbre artinienne Qz,z (anneau local de Z en z). 

Notre théorème global est alors le suivant. 

Théorème 3.10.6. — Pour chacun des deux caractères endoscopiques k : (Z/2Z)^ — > 
{±1} on a l'égalité 



n 



^m,e[M{z)/P{z)]{k)i 



I Aut{mz)\ 



= n H<^)\y 



(A 



E 



M[y^{z)/Qiz)mt 



Aut(n2 



Démonstration : Commençons pas trois remarques. 
1) Comme on a la suite exacte de catégories de Picard 

( X 4^ l-^*=(-)"^ 



on a l'égalité 



\Q'{k)\ 

|PO(fc)| 



=n 



(AL X J-*=^-)-^ 



Pour chaque point fermé y de notons le normalisé de l'anneau Ay et Aq, ^ 

celui de Aa,y pour o: = 1, 2, où Aa,y est défini comme mais après avoir remplacé 
Y' par Y^. On a 

^j/ C Ai^y X ^2,2/ C ^1,2/ X ^2,2/ = 

A l'aide ce ces notations on peut récrire chaque facteur du second membre de 
l'égalité ci-dessus sous la forme 



(Aly X AlX^i-r 



(A-rH-)-^ 



{A-r-(-y 



(A-rH-)-^ 



{A-r=(-r 



{Aly X Al^r=i-)-^ 
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2) L'entier mz'/z/s dans la proposition 3.10.2 est par définition (cf. la section (3.4)) 
égal à 

^inerte 

3) L'entier a un sens pour tout point fermé 2; de Z et on a évidemment 

zez 

Compte tenu de ces remarques, des deux dernières propositions et des formules (**)m 
et (**)jsr) il ne reste plus qu'à vérifier que 



(A 



myeiM(y)/P(y)]{k)i 

= Hy)\ 



Aut(m- 




y 



y — 

^ I Aut(n, 



^n^e[K(2/)/Q(j/)](fc)j 



y) 



quel que soit y G y^'^^s _ ^merte^ pour achever la preuve du théorème. 

Si y n'est pas dans Z, cette égalité est tautologique puisqu'on a, Ay — A^^y pour 
l'unique a G {1,2} tel que y eY^. 

Supposons donc que y G Z — Z™^^*®. Notons By le complété de Panneau local de Y. On 
a, Ay = By X By, l'involutiou r échangeant les deux copies de By. De façon compatible 
on a Ky = Ly ® {uJY/x,y ®OY,y ^y~^) ^y -By-module sans torsion de rang 1. 

Posons Wy — Frac(-By) ®By Ly. Notons By le complété de k 0/- By et (— ) le foncteur 

By0By{-). 

Avec ces notations, la catégorie M{y){k) est équivalente à la catégorie des sous-Sy- 
modules Wj^ C Wy tels que Fiac{By)'Wy = Wy. Le groupe P{y){k) est isomorphe 

à Frac(Sj/)^/S^ et agit sur les Wy par homothéties. Par conséquent la catégorie 
\}A{y) / P{y)]{k) est équivalente à la catégorie des couples ('Wy,6) G obM(A;) x P{y){k) 
tels que 

Frobq Wy = 6Wy C Wy. 
Un tel h est automatiquement dans la «composante neutre» 



By/By cFrac{By)x/B 



X 



où By est le normalisé de By dans Frac(i?y). On a donc d'une part K{clM{y){'^y: b)) = 1 
et d'autre part 

Frobq(c-^Wy) = c-^Wy 
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OÙ c G By / By est n'importe quelle solution de l'équation Frobg(c)c~^ = h. On en déduit 
que \M{y) / P{y)\{k\ est l'ensemble des classes de sous-S^-modules C Wy tels que 
Frac(-By)Wy = Wy, modulo l'action par homothéties de Frac(-By)^/-B^ et que 

Aut(Wj,) = {6 e Prac(Sj,)^ | l))Ny = WJ/S^ 



De même, notons B^^y le complété de l'anneau local de Yq en y. On a A^^y = 
Ba y X Ba y, l'involution r échangeant les deux copies de B^ y. De façon compatible, le 



complété de %a le long de TTy^iy) se décompose en Ka^y = L^^y © {ojy^/x.i 



où Lct^y est maintenant im S^^y-module inversible. Notons Wce,y 



FTac{Ba,y)0B^,yLa,y. 



En remplaçant successivement Y par Yi et par Y2, on voit d'une part que l'ensemble 
[N{y)/Q{y)]{k)[;^ est isomorphe à l'ensemble des classes de couples (Wi^^, 'W2,y) oii 
Wa.j/ C Wa,y est un sous-Sa, y-module tel que FTac{Ba,y)Wa,y = Wa,y, modulo l'action 
par homothéties de {Fra.c{Bi^y)^ /B^y) x (Frac(52,j/)^/-B|^y), et d'autre part que 



Aut(Wi,„ = {{h e Frac(Si,,)x | hW,,y = W^,y}/Bl 



x{{b2 e Prac(B2,,)" | hG2,y = G2,y}/Bl^ 



Comme 



Frac(Sj 



Frac(Si,y)x xFrac(S2,y)x, 



les Frac(i?y) X -modules Wy et Wi^y © W^2,y sont canoniqucmcnt isomorphes. On a la 
projection « non algébrique » introduite dans la section 5 de [Ka-Lu] (voir aussi la section 
6 de [La-Ra]) 

w, ^ (Wi,, = w, n W,,y, W2,y = pr^,„(W,)) 

dont on sait (cf. loc. cit.) que toutes ses fibres ont |/î(j/)|''^ éléments. Cette projection est 
équivariante pour les actions de ¥iB.c{By)^ / By sur la source et de Frac(i?y)x/(i?f 
B2y) sur le but compte tenu de l'épimorphisme 



X 



Frac(S,)x/S,x ^ ¥,ac{Byr/{Bly x Bly) 



qui est induit par l'inclusion By C B^y x -B^^^. 
La relation que l'on cherche à vérifier se récrit 



E 



Aut(W,)| 



B: 



Kv X Bly 



E 



Aut(Wi,„W2,,) 



et se démontre maintenant par un simple comptage. 



□ 
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Remarque : La formule pour y ^ Z — Z'"®^**^ ci-dessus est en fait un cas particulier de 
la descente d'Harish-Chandra pour les intégrales orbitales et la démonstration que nous 
en avons donnée est une simple reformulation de l'argument usuel. □ 



4. Le passage du local au global 

4.1. Retour à la situation locale 
Rappelons les données locales du chapitre 1. 

On s'est donné un corps local non archimédien F d'anneau des entiers Op, de corps 
résiduel A; = Fg et on a choisi une uniformisante wp de F. On s'est donné une extension 
quadratique non ramifiée F' de F de corps résiduel k' = ¥^2, et on a noté r l'élément 
non trivial de Gal(F7F). 

On s'est aussi donné une famille finie {Ei)i^j d'extensions finies séparables de degré 
rii de F, toutes disjointes de F'. On a noté E^ = EiF' pour i e I et encore par r l'élément 
non trivial de Gei\{El/Ei). 

On s'est donné enfin pour chaque z G / un clément 7i G Os' hermitien, c'est-à-dire tel 
que '-yj + ji = 0. On a supposé que 7^ engendre E'-. 

Le polynôme minimal Pi (T) de 7^ sur F' est un polynôme irréductible dans F' [T] . On 
a supposé que les deux polynômes PtiT) sont deux à deux premiers entre eux. 

Puisque les 7i sont entiers, les polynômes Pi{T) sont à coefficients dans Qp'- 
L'hypothèse 7^ hermitien implique que P[{T) = (— l)"^"Pi(— T). 

Pour tout partie J de / on a posé Ej = ^-^jEi, Pj{T) = Yl^^j Pj{T), etc. 

4.2. Un lemme d'approximation 

Rappelons quelques faits bien connus (voir les exercices, §2, ch. II, de [Ser]). 

Le discriminant Disc(P) G F' d'un polynôme unitaire P{T) G F'[T] est le résultant 
des polynômes P{T) et ^{T). C'est un polynôme universel (à coefficients entiers) en les 
coefficients de P(T) ; il est donc dans Op' si P{T) G Op'[T]. Le discriminant de P{T) est 
non nul si et seulement si P{T) est séparable. 

Lemme 4.2.1. — Soit J une partie de I et P{T) un polynôme unitaire de degré uj à 
coefficients dans Op'. Alors, pour tout entier m j > njVp'(Disc{P)), la condition 

Pj{T)-P{T)ew'^'Qp.[T] 

implique que 

- P{T) est séparable sur F' et pour chaque i & J , P(T) admet une unique racine 7» 
dans E[ telle que 

^ mj 



67 



OÙ on rappelle que Ci est l'indice de ramification de E[ sur F' ; de plus, si on note 
PiiT) le polynôme minimal de 7^ dans F'\T], on a P{T) — YlieJ ' 

- pour chaque i E J, on a 

m j 

P,{T)-P,{T)ewl]^OF^[T] 

et les éléments ^p-(7i)-Fj-{i}(7i) et ^p-(7i)-Pj-{i}(7i) ont même valuation dans 

- pour chaque partie K de J , on a Q f' [ik] = Of' [7k] C E'^^ où bien entendu on a 
posé 7Ar = ®i^KÏi e E'j^. 

Démonstration : Soient F' une clôture séparable de F' et 7j^i, 7j^2, • • • , 7i,ni les racines 
de Pi{T) dans F'. On note encore vp' : F'^ — > Q l'unique valuation qui prolonge la 
valuation discrète vp' '■ F'^ ^ On rappelle que vp' ° cr = vp' pour tout élément 
a e Gal{F'/F') du groupe de Galois de F' sur F' et que vp'. = ^iÇvp' o a)\E'^^ pour tout 
F'-plongement a : E'^ ^ F' . 

Montrons dans un premier temps que P est séparable sur F'. On a 

vp>{Discï{Pj) - Discr(P)) >mj> — > vp'{Discï{Pj)) 

nj 

par hypothèse. Par suite, Discr(P) est non nul, et en fait de même valuation que 
Discr(Pj). 

On notera (f\).^j l'ensemble des facteurs irréductibles (unitaires) de P et pour chaque 

î e J, 7î^i, . . . , 7î^fij les racines de dans F'. 
Comme 

VF'(Discr(Pj)) = vp'i^ij -^i'j') 

on a 

nj 

quels que soient i, i' G J, j G {1, . . . ,nj} et / G {!,..., nj/} tels que 7^ En 
d'autres termes, la «distance» 



-vp'hij-'yi'j') 



entre deux racines distinctes de Pj{T) est strictement plus grande que q . De même, 
on a 

m J 

l7îJ-7î',J'k' > q~^ 



quels que soient (î, J) 7^ 
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Maintenant, soit 7 une racine de P{T) dans F'. On a 

m 

^^VF'il =VF'{Pj{l)) =VF'{Pj{l) -P{l)) >mj. 

ieJ 3 = 1 

Il existe donc z G J et j G {1, . . . , n^} tel que vp'ij — > ^1 i-^- 

m j 

\ï-li,j\F' < q~^, 

m j 

et le couple est unique puisque la distance entre deux 7^ j distincts est > q ~ . 

On construit ainsi une application 7 1— > 7(7) de l'ensemble des racines de P{T) dans 
F' dans l'ensemble des racines de Pj{T) dans F' qui est caractérisée par la relation 

I7 - 7(7)|f' <q"J 

et qui est Gal(FYF')-équivariante puisque la distance est Gal(FYF')-invariante. Cette 
application est nécessairement injective puisque la distance entre deux racines distinctes 

. m J 

de P{T) est aussi > . Elle est donc bijective puisque Pj{T) et P{T) sont tous les 

deux séparables de degré nj. On en déduit une bijection î — > z(î) de J sur J telle que 
^i(î) = '"'i et pour chaque i une permutation J — > de {1, . . . , nj(j)} telle que 

7(7î,j) = 7i(ï)j(j) 

pour tout î e J et tout Je {1, . . . , 71^(5;)}. Quitte à changer l'indexation des facteurs de 

P et J.a numérotation des racines des Pj;, on peut supposer et on supposera dans la suite 
que J = J et que les bijections ï ^ et j ^ sont les applications identiques. 

La minimalité de la distance entre 7 et 7(7) assure de plus qu'il ne peut pas exister 
d'élément de F' qui soit conjugué à 7(7) sur F' [7] autre que 7(7) lui-même, de sorte que 
7(7) e ^^'[7] puisque -F' [7] est séparable sur F'. Par suite, on a même F'[yij] — F'[yij] 
quels que soient z G J et j G {1, . . . , n^}. 

Les deux F'-algèbres F'[T]/{P{T)) et Ej sont donc F'- isomorphes. Plus précisément 
on a l'isomorphisme 

Ej = ®F'[^^] ^ 0^'[7m] - 0i^'[7M] 0^'m/(À(T)) = F'[T]/(P(T)) 

ieJ iGJ ieJ i€J 

OÙ 7i est envoyé sur 7j 1 par le premier isomorphisme et 7i^i est envoyé sur la classe de 
T modulo Pi{T) par le second. 

Notons 7 = (7i)iej G Ej l'image inverse de la classe de T modulo P par 
l'isomorphisme ci-dessus. Bien sûr, pour chaque i E J, l'élément 7^ G E'^ est entier 
sur Op'. De plus, la valuation VE'Xïi ~ li) est > e^^. 
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On a 



avec Vi?/(Discr(Pj)) = Ui ^ ("^^^'-*) = 25j + nj — ^ et v_p/(Res(Pj, Pj/)) = rj^j/, de sorte 
que 

> VF'(Discr(Pj)) = > I h ni > — 

nj T1 V Si eij Bi 



où on rappelle que l'on a posé 



Comme aj = wf-'' Oe' C 0f'[7j] ^-E' civec Oj = (ai)î£j, la condition 



quel que soit i E implique que 0f'[7j] 0f'[7j]- 

Puisque les deux polynômes P{T) et P{T) jouent des rôles parfaitement symétriques, 
on a aussi l'inclusion dans le sens inverse, d'où l'égalité désirée f' [7j] = Of' [7j] • D 

Une conséquence de ce lemme est que les intégrales orbitales qui figurent dans le 
lemme fondamental, dont on a vu qu'elles comptent des idéaux fractionnaires dans les 
ÛF-algèbres Of'[T]/ {Pj{T)), ne dépendent que de la réduction des Pi{T) modulo une 
puissance assez grande de zuf- 

4.3. Variantes du lemme d'approximation 

Il est commode de choisir un élément Ç G k'^ tel que + ( = 0. Grâce à ce choix, les 
polynômes PiiT) peuvent être écrits sous la forme PiiT) = Qi{(T) où QiiT) G OF[r]. 
Pour toute partie J de I posons Qj{T) — YiieJ QiC^) '■> ^ alors Ej = F\T]/Qj{T). 

La donnée de 7^ comme ci-dessus est équivalente à la donnée d'un ÛF-sous-schéma 
fini plat 

Yi^o, = SpeciOF[T]/QiiT)) 

de la droite affine Aq^ = Spec(OF[î']) au-dessus de Of- L'anneau OF[T]/Qi{T) est un 
anneau local intègre complet, qui est géométriquement unibranche. Plus précisément, 
Yi^Op ®fc k peut ne pas être connexe, mais chacune de ses composantes connexes est 
unibranche. 

Pour toute partie J de / notons Yj^o^, = Spec(OF[r]/Qj(T)) le diviseur de Cartier 
de Aq^ qui est la somme des Yi^Q^. pour i E J. 

Pour tout entier m > 0, notons ÛF.m la A;-algèbre finie OF,m = Of/'^^^f et notons 
{—)oF,m la réduction modulo de (— )oj;-- Le lemme d'approximation de la section 
précédente peut se reformuler comme suit. 
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Lemme 4.3.1. — Soit J une partie de I. Il existe un entier mj > ayant la propriété 
suivante : tout sous-Op- schéma fini et plat Yop = Of[T]/Q{T) de Aq^ tel que 

,m j 

en tant que sous-schéma fermé de Spec{0 F,m,j[T]), est isomorphe à Yj^Oj, en tant que 
Op-schéma non plongé. 

Notons Qj{T) la réduction modulo tUi? de Qj{T). Pour tout entier m > 0, on peut 
voir Q j[r] comme un élément de OfI^"] et de Oi?^^[T] via les plongements évidents 
k\T] C OFfî"] et k\T] C QF,m[T]- Le schéma Yj^q^,^ est un schéma de longueur mnj 
supporté par les zéros de Qj\T] dans la fibre spéciale de Aq^, de sorte que Yqj,^^ 

est nécessairement contenu dans le schéma fini Zj^^n = Spec(OF,m[T']/(Q(î')'^"'^)) qui ne 
dépend que de Qj{T). 

Lemme 4.3.2. — Soient J une partie de I et Q{T) e Oi?[T] un polynôme unitaire de 
degré uj ayant aussi pour réduction Qj{T) e k[T] modulo l'uniformisante wp- Notons 
Yqp = Spec{0 f[T] / Q{T)) . Soitmj un entier comme dans le lemme ci-dessus. Supposons 

que ^ 

Yj^Of I~I ^J,mj = Yop n Zj,jnj- 

Alors Yqj, est isomorphe à Yj^q^. en tant que Op-schéma non plongé. 

Démonstration : Comme on a vu plus haut, Yj^o^, fl Zj^^nj = Yqf ^^Op ^ ■ De même, 

on voit que YQp.r\ Zj^^nj — '^Op^^Op^ ■ Ainsi, le lemme est une conséquence du lemme 
précédent. □ 

Puisque toutes les intégrales orbitales que l'on considère ne dépendent que des classes 
d'isomorphisme des Yj^q^., ces intégrales ne changent pas si on remplace les polynômes 
Qj{T) par des polynômes proches Q{T) où la propriété d'être proche est signifie que 
l'hypothèse du lemme est satisfaite. 

4.4. Théorème de Bertini-Poonen 

Une variante du théorème de Bertini, valable sur les corps finis, a été démontré par 
Poonen ([Poo]). Nous allons rappeler précisément son énoncé. 

Théorème 4.4.1. — Soit S un sous-schéma localement fermé d'un espace projectif 
standard de dimension finie P sur un corps fini k = Wq. Soit Z un fermé fini de P tel 
que S — {S O Z) est lisse de dimension d. Soit z G H^iZ., Oz)- Alors, pour tout entier N 
assez grand il existe un polynôme homogène f G iï°(P, Op(Ar)) de degré N à coefficients 
dans k, tel que l'hypersurface Hf définie par f vérifie : 

- Hf n S est lisse de dimension d — 1 en dehors de Z H S, 

- Hf n Z est le sous-schéma fermé de Z , défini par l'équation 2; = 0. □ 
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En fait, Poonen a démontré un énoncé plus précis : il a calculé la densité des / vérifiant 
ces propriétés lorsque N tend vers l'infini, et cette densité est un nombre strictement 
positif. Pour notre besoin, seule existence de / suffit. 

L'argument de Poonen se généralise sans difficultés au cas d'une famille finie de sous- 
schémas localement fermés (Vi)jg/ de P. 

4.5. Tracer des courbes sur la surface réglée 

Soient X une courbe propre, lisse et géométriquement connexe sur k — ¥q ei X' ^ X 
un revêtement double étale qui est aussi géométriquement connexe. Soient xq, x^q G X{k) 
tels que xq est inerte et x^o est décomposé dans le revêtement X' — > X. On identifie le 
corps local F avec le complété du corps des fonctions de X en la place xq et on identifie 
F' à l'extension non ramifiée de F définie par X' X. 

On se donne un diviseur D de degré > g sur X qui évite xq. Avec les notations du 
chapitre 2, on a le fibré en droites projectives S = P(Ox © {^d)®~^) X qui complète 
le fibré en droites vectorielles S° = V((£.£))®~^) — > X dont les sections sont celles de 

L'hypothèse àeg{D) > g+1 implique que Oe(1)®P*'Cd est très ample sur V((£d)®~^). 
En fait, considérons le morphisme canonique 

E ^ P(iy°(E, Oe(1) ® p*Ld)) = P(iy°(X, £.d) © A:) = Pe 

et son image 5". Notons Soo £ Pe(^) le point défini par la projection sur le second facteur 
H^{X, Ld) ® k ^ k. Alors on a une projection 

Pe - {Soo} = V(Op, (-1)) ^ P(iïO(X, = Px 
qui s'insère dans un carré cartésien 

P° 

Y y 

X^ ^ Px 

où les fièches verticales sont des fibrés en droites et les fièches horizontales sont les flèches 
canoniques. On a s^o G S{k) et son image réciproque dans S est le diviseur à l'infini Eqo 
complémentaire de S° dans S. On a donc un isomorphisme S° «S" — {soo}- Autrement 
dit, le morphisme S — > contracte exactement le diviseur Eqo sur le point Sqo- 
Rappelons que pour tout entier A?" > 1 on a 

N 

H\T., (0^(1) = 0Jf^X, {Ld)®^) 

i=0 
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qui est l'ensemble des /c-points de l'espace de Hitchin Au(7v) pour le groupe unitaire 
U(A^). Une section a = {ao,ai, . . . ,an) G Au(Af)(^) où gq ^ 0, ne s'annule pas sur le 
diviseur Sqo- 

Prenons un voisinage de Zariski U de xq dans X et une trivialisation de sur U 
qui identifie la restriction de V((£j£))®~^) à U avec la droite affine A^. On en déduit une 
identification de Aq^ avec V((£jd)®~^) xx où Xxq est le complété de X en xq 

Poiir i E I soit Qi{T) G OfI^] un polynôme comme dans 4.3. On note Qj{T) = 
YlieJ QiC^) pour toute partie J de /. Pour i e I notons Qi{T) G k[T] la réduction 
modulo vjf de Qi{T) et notons Qj{T) — IliejQzl^) Pour toute partie J de /. Soit 
m = m/ un entier naturel comme dans les lemmes 4.3.1 et 4.3.2, et 

Zm = Zi,m = Spec(0i.[T]/(g(^)-^tI7^)) 

le sous-schéma fini comme dans 4.3, vu comme un sous-schéma fermé de S. Dans Zm 
on a le sous-schéma fermé Spec(OF[T']/Qj(T')) H Z^ pour chaque sous-ensemble J C I. 
En prenant une partition I = IiJI I2 comme dans la section (4.1), on a un sous-schéma 
fermé 

Spec{OF[T]/Qi^{T))nZm 

pour chaque a G {1, 2}. 

Au-dessus du point x^o de X choisissons arbitrairement deux A;-points distincts j/oo,») 
a G {1,2}. 

Proposition 4.5.1. — // existe des entiers naturels Nq, > tt-q, et des points G 
Au(iv„)(^) pour a G {1,2}, tels que les courbes spectrales C S correspondantes 
vérifient les propriétés suivantes : 

- Ya^nZm = Spec(OF[T]/Q/jT)) n Z^ quel que soit a G {1,2}, 

- pour tout a G {1,2}, la courbe spectrale Ya^ est lisse en dehors de Z^ C S, elle est 
étale au-dessus de Xoo et elle passe par yoo,a, 

- les deux courbes spectrales Y^i et Ya^ se coupent transversalement en dehors de Zm et 
ne se coupent pas au-dessus de Xqq. 

Démonstration : En appliquant le théorème de Bertini-Poonen 4.4.1, on peut d'abord 
trouver un entier A^i > ni et une section ai G H^(F,Of>{Ni)) tels que l'hypersurface 
correspondante Ha^ C P vérifie les propriétés suivantes : 

- ne passe pas ni par Sœ, ni par les y^,2, mais elle passe par |/oo,i) 

- coupe transversalement l'image de p^^{x^) dans 5", 

- iïai n S est lisse en dehors de l'image de Z^ dans S et son intersection avec Z^ est 
égale à Spec{0 f[T]/Qi,{T)) n Zm- 

Bien entendu, le fermé Z C P dans l'énoncé 4.4.1 du théorème de Bertini-Poonen doit 
être la réunion de notre Zm et des points Sqo et j/oo,i avec ^ 7^ 1, ainsi que du premier 
voisinage infinitésimal de yoo,i dans P. De plus la fonction z G H^{Z, Qz) doit être choisie 



73 



pour que ne passe pas par s^o, ni par yoo,i avec i 7^ 1, qu'elle passe par j/oo,i) et enfin 
qu'elle coupe Zm et le premier voisinage infinitésimal de j/00,1 comme on le souhaite. 
On prend alors pour Yai l'image réciproque de Ha^ fl S dans S. 

En appliquant de nouveau le théorème de Bertini-Poonen 4.4.1, on peut trouver un 
entier N2 > n2 et une section 0,2 G if'^(P, Op(A^2)) telle que l'hypersurface C P 
correspondante vérifie les propriétés suivantes : 

- ne passe pas ni par Soo, ni par yoo,i, mais elle passe par 1/00,2, 

- coupe transversalement l'image de p~^{xqo) dans 5", 

- n S est lisse en dehors de l'image de Zm dans S et son intersection avec Zm est 
égale à Spec(0F[T]/g7,(T)) n Z^, 

- en dehors de Zm-, Ha2 coupe transversalement i^ai- 

On prend alors pour Y^^ l'image réciproque de Ha2 H S dans S. □ 

Lemme 4.5.2. — Supposons que deg(-D) > long(Z^). Alors les courbes construites 
dans la proposition précédente, ainsi que leurs revêtements doubles étales Y^^ sont 
automatiquement géométriquement irréductibles. En particulier, le point géométrique 
a = (ai, 02) est un point elliptique au sens de la section (2.8). 

Démonstration : Il sufiit de démontrer que = Fj^ 0a; k est irréductible pour tout 

a e {1, 2}. Raisonnons par l'absurde en supposant que y'^^ = Y^^^i U Y^^ 2 où ^a„,j 

une courbe finie et plate de degré N^j > 1 au-dessus de X — X' ®k k. En particulier, on 

a A^a,i + No,,2 = N^. D'après le lemme 2.5.3, la composante est le diviseur d'une 

section de 

if°(S' ®fe k, (Oe'(1) ® p'*0x'{2D))®''--). 
L'intersection ^ n y'^^ 2 ^^t alors un sous-schéma fermé fini de S' (g)^ A; de longueur 

2iV«,iiV«,2deg(L>) > 2deg(L>) > 21ong(Z„). 

Par conséquent, cette intersection ne peut pas être entièrement contenue dans l'image 
réciproque de Zm ®kk par tts : S' — > S puisque cette image réciproque est de longueur 
21ong(Z^). Mais, si Y ^^^ -^ coupait Y 2 ^'^ dehors de 7r^^{Zm ®k k), la réunion Y^^ de 

^a„,i ®^ ^aa,2 ^^e pourrait pas être lisse en dehors de 7r^^{Zm'^kk), d'où une contradiction 
et le lemme est démontré. □ 

4.6. Fin de la démonstration du lemme fondamental 

Considérons toujours la situation locale rappelée en (4.1). Fixons de plus une partition 
non triviale I = IiJI I2 comme dans l'énoncé du théorème 1.5.1. 

En utilisant les résultats déjà obtenus dans ce chapitre on obtient la proposition 
suivante. 
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Proposition 4.6.1. — Pour û.eg{D) assez grand il existe 

- un entier N > 1 et une partition N = Ni + N2 en entiers Ni, N2 > 0, 

- un point a = (01,02) G Knik) de l'espace de Hitchin pour le groupe endoscopique 
H = U(iVi) X U(A^2) du groupe unitaire U(A^), 

- un point fermé zq de l'intersection Z = Y^^ fl Ya^ des courbes spectrales Ya^ et Ya^ 
pour l]{Ni) et U(A^2)j composantes de la courbe spectrale Ya = Ya^ + Ya^ C E pour 
\J{N), 

ayant les propriétés suivantes : 

- pour a = 1,2, Y^^ et son revêtement double étale Y^ sont géométriquement 

irréductibles, 

- Ya est étale au-dessus du point Xoo de X et, pour a = 1,2 il existe au moins un point 
rationnel yoo,a de Ya^ au-dessus de Xoo, 

- en tout point fermé z de Z — {zq}, les deux courbes spectrales Foi -^«2 coupent 
transversalement, 

- le corps résiduel de zq est k, zq est inerte dans Z' et a fortiori, si on note xq son 
image par la projection p : T, ^ X , xq est inerte dans X' , 

- si on note Xq et Zq les uniques points fermés de X' et de Z' au-dessus de xq et zq, 
et si on fixe une identification du complété de l'anneau local Ox',x[j à Op' compatible 
aux involutions t, le complété de la Ox' ,x'g- algèbre finie et plate Oy^/ est isomorphe 
à la Of' -algèbre Of'[T]/{Pi^{T)), et ce de manière compatible aux involutions t. 

□ 

Il résulte alors du théorème 3.10.6 qu'avec les notations de la section (3.10), on a 
l'égalité 



n 



E 

m.€[M(z)/P(z)](fc), 



«(c1m(z)(^z)) 
I AvLt{mz)\ 



2 ç ^inerte 



(Al 



={-y 



E 

.n,e[K(z)/Q(^)](fc)8 



Aut(n^ 



pour chacun des deux caractères endoscopiques : (Z/2Z)^ — > {il}- Pour conclure, 
nous allons : 

- montrer par un calcul explicite que, pour chaque z G ^^^erte _ ^zq}, les facteurs indexés 
par z des deux produits ci-dessus sont égaux; 

- identifier les facteurs indexés par zq aux deux membres du théorème 1.5.1 que l'on 
cherche à démontrer. 



Commençons par donner une autre reformulation de chacun des facteurs des produits 
de l'égalité ci-dessus. 
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Fixons z e Z'"®^*'' et notons z' l'unique point fermé de Z' au-dessus de z. Notons 
s — \t^{z) : fc] ; on a alors [^{z') : k] = 2s. Puisque k{z') est un corps, Frob^ agit 
transitivement sur îlomk{K{z'),k). De plus, l'involution induite par l'action de r sur 
k{z') coïncide avec l'action de Prob^ sur Homfc(«;(^'), k). 

Quitte à choisir un point base dans B.oinf.{K{z'), k), on peut identifier de façon 
unique cet ensemble à 

îiomkiK(z'),k) ^ {0, 1, . . . , 2s - 1} ^ Z/2sZ 

de telle sorte que, via cette bijection, Frobfc et r agissent sur Z/2sZ par z i-^ z + 1 et 
par i i + s. Pour tout i = 0, 1, . . . , 2s — 1, on note l'élément correspondant de 
B.Oïak{K{z'),k). 

Soit A = A;g le complété de l'anneau local de la courbe Y' en le point z' ; A est muni 
d'imc involution r. Soit B = Bz le complété de l'anneau local de Y en le point z ; B est 
alors le sous-anneau des éléments a & A tels que T(a) = a. La /c-algèbre A = A<S)kk se 
décompose en un produit 

2s-l 

OÙ Ai = A0^(^z'),c,k. 

L'automorphisme A^^ Frob^ de A = A^f^k s'écrit 

Aêk Probfc(a;o, • • • , o;2s-i) = ((/?2s-i(a2s-i), <^o(ao), • • • , <^2s-2(o;2s-2)) 

où les (pi : Ai ^ ^i+i sont des bijections Frob^-linéaires. Pour tout entier m notons </?f* 
le composé 

= Vi+m-l O ■ ■ ■ O Lfi^i OLpi : Ai ^ Ai+rn- 

En particulier, ip^^ : Aq ^ Aq est l'automorphisme Frob^^-linéaire A®k(2'),^o Frob^'', de 
sorte qu'on peut identifier A au sous-anneau de Aç, des éléments gq G Aq qui vérifient 

<^o^(oo) = ao. 

L'automorphisme T<Sikk de A se décompose en le produit des isomorphismes A;-linéaires 
Ti : — > Ai+s qui vérifient les relations Ts+i o pf = pf^g o n. En particulier, on a 
l'automorphisme Frob^-linéaire 

Tq = ifloTo = TsO (fi^Q : Aq ^ Aq 

tel que (tq)^ = </?o*, de sorte qu'on peut aussi identifier B au sous-anneau de formé 
des éléments ao G Aq tels que To(ao) — ao- 

L'anneau total des fractions Frac(i?) est un produit de corps 

Frac(5) = Ej = Y[Ej. 
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Pour tout j e J, notons kj le corps résiduel de Ej ; Kj contient naturellement k{z). On a 

Frac(A) ^E'j^Yl E'^ 

où, pour chaque j G J, Ej = Ej®f^(^z)K{z') reste un corps de corps résiduel k'- = 
/«(-z')- En effet, dans le cas z = zq, c'est notre hypothèse de départ rappelée 
dans la section (4.1). Dans le cas z ^ zq, le point z est un point double de F à branches 
rationnelles sur k{z), de sorte que l'ensemble J a deux éléments j et que pour chacun de 
ces deux éléments on a Kj = k{z). Pour tout j G J, notons Sj = deg[Kj : k] ; alors sj est 
divisible par s et Sj/s est un nombre impair; autrement dit, on a 

Sj = s (mod 2s). 

Pour chaque j G J on choisit un plongement Cj,o '■ i^'j ^ k qui prolonge le plongement 
^0 : ^ k. Ce choix induit une bijection 

'L/2sjZ = Romkin'j, k), ij Cj.ir 

qui rend commutatif le carré 

Homfe(re^-, k) >- B.om.k{K,{z') , k) 

" ^' 
Z/2sjZ ^ Z/2sZ 

dont la flèche horizontale du haut est la restriction de Kj à k{z'). 
Considérons l'ensemble 

J={ij,ij)\j ^J, ije1/2sjZ}. 

On a alors 

Frac(Â)= H Ëji. 

OÙ Ej^i^ = E'j<^^i Q . k; chaque élément a G Prac(yl) s'écrit donc sous la forme 
a = iO'j,ij)(^j i -^çj- Pcir ailleurs, on a la décomposition 

Prac(Â,)= n ^i.^^' 
jeJ 

(mod 2s) 
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de sorte que chaque élément a G Frac(A) s'écrit aussi sous la forme a — {ai)i^z/2sz ^ivec 
ai G Frac(Aj), quitte à regrouper les termes 

= ^^3,i'j){j,ij)£j, ij=i (mod 2s)- 

L'automorphisme de Frac(A) qui se déduit de A®feFrobfe : ^ — > ^, se décompose 
en le produit des homomorphismes Frob^-linéaires (pj^i^ : Ej^i. — > Ej^i^+i. De même, 
T : Frac(^) — > Frac(^) se décompose en le produit des homomorphismes A;- linéaires 

. ■ — > • , 

Soit P(z)(k) C Frac(^)^ le sous-groupe formé des a G Frac(^)^ qui vérifient 
T{a)a = 1. Par définition P{z){k) est le quotient de P{z){k) par son sous-groupe 

Â>'nP{z)(k). 

On vérifie que P{z){k) C Frac(A)^ est stable par Frob^. Le groupe P{z){k) agit donc 
sur lui-même par la Frobfc-conjugaison (6, a) Frobfc(6)a6~^ = Frobfc(6)6~^a puisque 
P{z){k) est commutatif. Cette Frob^-conjugaison sur P{z){k) induit bien sûr par passage 
au quotient la Frob^-conjugaison sur P{z){k). 

Proposition 4.6.2. — L'homomorphisme 

P{z)(k) {Z/2Zy 

qui associe àa = i.^^j l'élément {Xj)j^j, où Xj G Z/2Z est l'unique élément tel 

que 

Sj-l 

i. = ^3 i^od 2), 

induit un isomorphisme du groupe des classes de Frohk- conjugaison de P{z){k) sur le 
groupe (Z/2Z)"^. 

Cet isomorphisme induit à son tour un isomorphisme du groupe des classes de Frob^- 
conjugaison de P{z){k) sur le groupe (Z/2Z)'^. 

Démonstration : Soit A le normalisé de A dans Frac(A) et soit P^{z){k) le groupe 

des éléments a E A^ tels que T{a)a = 1. Un théorème de Lang assure que l'isogénie 
P^{z){k) — » P^{z){k) définie par b i— > Frobfe(6)6~-'^ est surjective. On en déduit que 
l'homomorphisme canonique du groupe des classes de Frob^-conjugaison de P{z){k) sur 
le groupe des classes de Frobfc-conjugaison de P{z){k)/ P^{z){k), est un isomorphisme. 
Le groupe P{z){k)/ P^{z){k) est canoniquement isomorphe au groupe 

{d = G Z^ I dj,i. + dj,i.+s, = 0}. 

On a donc un isomorphisme P{z){k) / P^{z){k) = Z'"^'/^ en ne gardant parmi les 
composantes de d que les composantes dj^i. oii = 0, 1, . . . , Sj — 1, les autres composantes 
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dj^i- où ij = Sj,Sj + l,...,2sj — 1 étant uniquement déterminées par les relations 
dj^ij + dj^i.-^Sj =0. ^ 

L'endomorphisme Prob^ agit sur le groupe P{z){k)/P^{z){k) par Frobfc((i) = d' avec 
^ dj^i.-i. Dans l'écriture Zl-^l/^ pour ce groupe, on a donc 

Frobfe((rfj,o, dj^i, dj^sj-i)jej) = {-dj^sj-i, djfl, dj,sj-2)jej- 
Par suite l'isogénie de Lang 

£^ : ^ d ^ Frobfe(d)ci-\ 

est définie par 

^k{{dj,o, dj^i, dj^sj-i)jej) = i-dj,aj-i - dj^, dj^ - dj^i, dj^Sj-2 - dj,Sj-i)jeJ- 

et a pour conoyau la flèche Zl-^l/^ (Z/2Z)'^ qui envoie ((ij,^^ )j6 j,ij=o,i,...,sj-i sur 
où Aj e Z/2Z est la classe modulo 2 de la somme Yld]=o ■ 

Puisque l'homomorphisme {A — > {A défini par b i— > Fobfe(6)6~^ est 

surjectif, l'homomorphisme 

p{z){k) - p{z){k) = p{z){k)/{Tr=-' 

induit un isomorphisme entre les groupes des classes de Fobfc-conjugaisons et la proposi- 
tion est démontrée. □ 

Pour chaque A G (Z/2Z)"^, on choisit un représentant a(A) G P{z){k) de la classe de 
Frobfe-conjugaison correspondante comme suit. On choisit d'abord une fois pour toutes 
un représentant arbitraire A G Z"^ de la classe A G (Z/2Z)'^. Puis, pour chaque j G J, 
on choisit une uniformisante zuj de Ej. Cette uniformisante définit une uniformisante 
zUj = zuj de l'extension non ramifiée E'^ de Ej et une uniformisante 'UJj^i^ = Wj de 
l'extension non ramifiée Ej^i^ pour chaque j = 0,1, . . . , 2s j — 1. Puisque 'UJjfl provient de 
Ej, on a 

foizujfi) = zuj^o 

et a fortiori ip^^^ (wj^o) = Wj^. On définit alors l'élément a(A) G P{z){k) de coordonnées 
aj,ij{X) G E^^j^. comme suit. Pour tout {j,ij) G J on pose 

si ij ^ (mod s), 
si ij = (mod 2s), 
si ij = s (mod 2s). 



a 



3 A 



(A) 



w 



w 



3,ii 
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Comme le nombre Sj/s des classes de conjugaison modulo 2s j qui sont congrues à 
modulo 2s est impair, l'image de de a(A) dans (Z/2Z)'^ est bien A. 

Regroupant les termes aj^i.{X) suivant la classe modulo 2s de ij, on obtient 

s-l s-1 

a(A) = (ao(A),ai(A),...,a2s-i(A)) = (ca, 1, . . . , 1, to(ca)"\ 1, . . . , 1) 
où aj(A) e Frac(^î) pour chaque z = 0, 1, . . . , 2s — 1 et 

C\ = {Wj'^.)jçj^ i.=o (mod 2s) 

est un élément de Frac(Ao)^ qui vérifie to{c\) = C\. 

Rappelons que Frac(-B) s'identifie au sous-anneau de Frac(Ao) formé des éléments 
fixes sous l'automorphisme Frob^-linéaire tq. On peut donc voir c\ comme un élément 
de Frac(5) qui n'est autre que 

ex = 

dans la décomposition Frac(B) = YljeJ 

Les objets de la catégorie \M.{z) / P{z)]{k) sont les couples (V, a) où V G 'M,{z){k) et 
a e P{z){k) satisfont à le relation Frobfc(V) = a-V. Étant donnés deux objets (V, a) et 
(V, a') de [M{z)/P{z)]{k) comme ci-dessus, un isomorphisme du premier dans le second 
est un élément b G P{z){k) tel que V = b-V et que 

a' = Frobfe(6)a6~^ 

Les automorphismes d'un objet (V, a) de [M{z)/P{z)]{k) sont donc les éléments b G 
P{z){k) tels que bV = V. 

La proposition précédente admet le corollaire suivant. 

Corollaire 4.6.3. — La catégorie [^{z)/ P{z)]{k) est équivalente à sa sous- catégorie 
pleine dont les objets sont les (V, a(A)) G oh[M{z) / P{z)]{k) pour A G (Z/2Z)'^ et dont 
l'ensemble des morphismes d'un objet (V, a(A)) vers un autre objet ('V',a(A')) est 

Hom((V, a(A)), (V, a(A'))) = 1 1^ ^ ^^^^^^^ \b-V = V'} siX = X' , 

y sinon. 



Démonstration : La proposition précédente implique que pour tout objet (V, a) de 
[M{z)/P{z)]{k), il existe A G {Z/2Zy et 6 G P{z)(k) tel que a(A) = Frobfe(6)a6-\ et 
que de plus A est uniquement déterminé par cette relation. □ 

On se propose maintenant de décrire la sous-catégorie pleine de [M.{z)/ P{z)]{k) des 
objets (V, a) avec a = a(A) pour un A G (Z/2Z)"^ fixé. 
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Dans la section (3.10) on a pris l'objet de Kostant de J^{k) et son image dans M(A;) 
comme points base pour définir les variantes locales 'M{z) et 'N{z) de M et 3Sf. L'ensemble 
J des branches de Y au point fermé z se découpe en deux parties disjointes J = J1JIJ2 
où Ja est l'ensemble des branches de Yq, au point fermé z. On a donc les décompositions 

Ej = -Eji X Ej^ 

où Ej^ = rije j„ Ej pour tout « = 1,2. Notons le complété de l'anneau local de Y^ 
en z' ; l'anneau total des fractions de est bien entendu Frac(AQ,) = Ej^. 

L'objet de Kostant de K, restreint au complété formel de Y' en z' , est la somme directe 
de deux couples {OCa, i^Xot): un pour chaque a — 1,2, où %a est un A^-module libre de 
rang 1 et tx^ est une structure unitaire 

On a noté ici u>a le complété formel de la fibre en z' du dualisant relatif u>y^/x' de Y^/X' ; 
c'est un sous-^Q-module de Ej^, libre de rang 1. Fixons un générateur Cj^ de comme 
dans la section (1.4). 

Le couple {Xa,i-Xc,) est isomorphe au couple {Aa,c^j^) où on note encore Cj^ la 
structure unitaire 

T*Aa = Aa^ Rom A„{Aa,U! a) = ^a, 1 ^ C • 

Fixons un tel isomorphisme ce qui nous permet de nous raccrocher au langage commode 
de la section (1.4). Soit F' l'anneau local complété de X' en le point fermé x' image de 
z' . Considérons la forme hermiticnne 



: E'r X E'j F' 

définis par 



(x,y)^$cO (a;,y) = T>E'. /F'(cj„T(a;)y). 

D'après le lemme 1.4.2, A^ est un réseau auto-dual pour cette forme hermitiennc. La 
fibre générique de {%i © IK2, ix^ © ix^) s'identifie à E'j — Ej^ x Ej^ muni de la forme 
unitaire Cy^ — Cj^ x Cj^ . 

La forme hermitienne induit forme hermitienne sur 

2s-l 

Ejêkk Yl Frac(]4i) 

i=0 

qui à son tour induit une forme bilinéaire 

: Prac(]4i) x FrâcÇÂi+s) Fê«(a;'),4i^ 

pour chaque i = 0, 1, . . . , 2.s — 1. Les éléments de 'M{z){k) sont alors les collections 
= de sous- Ai-modules C Frac(Ai) tels que Frac{Ai)Vi = Frac(ylj) et que les 

réseaiix Vj et Vi-^-g sont orthogonaux par rapport à la forme bilinéaire Cy^ ^. 
L'endomorphisme de Probenius agit sur cet ensemble par 

Frobfe(Vo, . . . , V2S-1) = (V'2s-l(V2s-l), ^o{Vo), . . . , </?2s-2(V2s-2))- 
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Proposition 4.6.4. — Soit X e (Z/2Z)'^ et a{X) e P{z){k) le représentant de la 
classe de Frohk-conjugaison indexée par A construit précédemment. La sous-catégorie 
pleine de [M,{z) / P{z)]{k) des couples (V, a) avec a = a{X), est équivalente à la catégorie 
['Mx{k)/P{z){k)] dont : 

- les objets sont les sous -A-modules M de E'j tels que E'jM = E'j qui sont auto-duaux 
par rapport à la forme hermitienne 

^cxcl^{x,y) = TiE'j/F'{c\Cy^r{x)y) 

où cx = {'cUj^)j^j et où X & Z"^ est le relèvement de X qu'on a choisi pour définir 
a{X) ; 

- les morphismes d'un objet M vers un objet M' sont les éléments h G P{z){k) tel que 
bM = M'. 

Démonstration : Soit (V, a) un objet de ['M.{z)/ P{z)]{k) avec 

s-1 s-1 

a = a(A) = (ca, 1, • • • , 1, to{cx)~'^, 1, . . . , 1) 

pour un A e (Z/2Z)'^. La relation Frob^CV) = a • V est alors équivalente aux relations 
suivantes Vi — (foiVo) pour tout i — — 1, Vi = <pl~^{To{cx))<fiQ{Vo) pour tout 

i = s, ... ,2s — 1 et caVq = to(ca)<^o*(Vo). Or, par construction, on a ca = to(ca), de 
sorte qu'on a 

Soit M l'ensemble des éléments de Vq qui sont fixés par (^q*. Alors M est un sous-A- 
module de Ej = {ae Frac(Ao) | ^o^{a) = a}, sous-module qui vérifie EjM = E'j. 

De plus, Vq et = to(ca)<^o(^o) sont orthogonaux par rapport à la forme bilinéaire 

cy^^i : Frac(]4i) x FTâc{Âi+s) ^ F^K{x'),^ik. 

si et seulement si M est auto-dual par rapport à la forme hermitienne $cac°.- La 
proposition est donc démontrée. □ 

Traitons maintenant séparément les cas z ^ zq et le cas z = zq 

Dans le cas z ^ zq, les deux courbes Y^i et sont lisses en le point z et leur 
intersection y est transversale. On a J = {1,2}, Ji = {1}, J2 = {2} et les uniformisantes 
wi et W2 que l'on a fixé ci-dessus sont des uniformisante de Ya^ et en z. En fait, on 
aE'^ = Kiz'){M), 



A = k{z')[[wi,W2\]/{wi,W2) C k{z'){{wi)) X k{z'){{w2)) = Prac(^) = Ej 
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et T est le relèvement canonique de l'élément non trivial de Gal{K{z')/K{z)). On a sur 
Ej la forme hermitienne $^0^ pour laquelle le normalisé 

À=Kiz')[[w^]]XK{z')[[w2]](ZE'j 

de A dans Ej est un réseau auto-dual. 

Le groupe {Z/2Z)'^ a quatre éléments A et on vérifie que : 

- si A = (0,1) ou (1,0), il n'y a aucun sous- ^-réseau de Ej qui soit auto-dual par 
rapport à la forme hermitienne ^cac°. '■> 

- si A = (0,0), A est le seul sous- A-réseau de Ej qui est auto-dual par rapport à la 
forme hermitienne $cac°j. '■> de plus, pour tout b G P{z){k), on a, bA = A; 

- si A = (1, 1), les sous- A- réseaux de Ej qui sont auto-duaux par rapport à la forme 
hermitienne ^cxc° forment un espace principal homogène sous l'action du groupe 
Piz)ik). 

Comme le groupe P{z){k) a \k{z) \ + 1 éléments et que k(0, 0) = 1 et k(1, 1) = —1, on 
en déduit que 

n{clM{z){'mz)) _ \k{z)\ 



E 



et que 



m,e[M(z)/P(«)](fe)j 

{A-r=i-r^ 



(A^y^-i-)-' 

On vérifie facilement que = 1, que 

'x^r*=(-)-l 



Aut(m2)| \k{z)\+1 



(Al 



et que 



1 



= 1 



= 1. 



On a donc démontré que 



(Al 



<-)- 



{A^)r* = i-)-^ 

= (-K^)l) 



E 

m,e[M(«)/P(z)](fc)s 



Aut(m^ 



quel que soit z G - {2:0}. 



E 



1 



.n,e[J<{z)/Q{z)mi 



Aut(n^)| 
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La formule du produit, obtenue plus haut dans cette section, montre que cette égalité 
vaut aussi pour z = zq. 

Enfin, dans le cas z — zq, on a J — I , Ja — la pour a — 1,2, et on se retrouve dans la 
situation du chapitre 1. Par définition des intégrales orbitales (cf. la section (1.5)), on a 



mxe[Mxik)/P{z)ik)]i 



Aut(mA) \P{z){k)\ 



de sorte que 



E 

me[M(z)/P(2)](fe)j 



I Aut(m2)| 



= E 



1 



, \pizm\ 



Les mêmes arguments montrent que 

E 

ne[K(2r)/Q(z)](/c)s 



Aut(n)| \Q{zm\ 



Comme 



1 



\P{z)ik)\ 
on obtient l'égalité 



\Q{z){k)\ 



(Al, X Ai^r=i-y 



que l'on cherchait à démontrer. 



□ 



A. Appendice 



A.l. Localisation à la Atiyah-Borel-Segal 

Soient S un A;-schéma de type fini et / : X — > ^ un ^'-schéma propre muni d'une action 
d'iui S'-schéma en groupes commutatifs P lisse et de type fini. Soient de plus T un 5- 
schéma en tores, A un groupe commutatif de type fini et T x A ^ P un homomorphisme. 
L'action de P induit des actions qui commutent de T et A sur le S'-schéma X . 

Soient g : Y — X'^ — > 5 le ^-schéma des points fixes pour l'action de T et 
: [X/T] — > S' le S'-champ quotient pour l'action de T. Le groupe de type fini A 
préserve le fermé i : Y ^ X et agit donc sur ce fermé et son ouvert complémentaire 
j :U = X -Y ^ X; il agit aussi sur [X/T] en préservant le fermé [i] : [Z/T] ^ [X/T] 
et l'ouvert complémentaire [j] : [U/T] ^ [X/T]. 

Considérons les faisceaiix de cohomologie perverse 



pj<:"(/*Q^), ''^''igM, p^"(/jQ£), p:h:-(/J[z].q,) et ^:K^if^[j]m 
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sur S. L'action induite de A sur ces faisceaux se factorise à travers un quotient fini. En 
effet, comme P est de type fini il existe un sous-groupe d'indice fini A' C A tel que, pour 
tout point géométrique s dans S et tout A G A', on ait G -Pf, et d'après le lemme 
d'homotopie 3.2.3, A' agit trivialement les faisceaux ci-dessus. 
On a donc des décompositions 




W(/fQ,) = 0PJ{-(/ 

K, 

P:K-(/f [i].Q,) = 0P:K"(/f [i].Q,), et ^:H-{fnme) = ^""^""{fnjh 

K K 

selon les caractères d'ordre fini ac de A (tout du moins si tous ces caractères sont rationnels 
sur Q£ ; sinon, il faut étendre au préalable les scalaires à une extension finie de 
Considérons le diagramme commutatif à carré cartésien 

X [X/T] 



où [/] est le morphisme qui se déduit de / par le passage au quotient par l'action de 
T, où. TT : S [S/T] est le T-torseur universel et où £ : [S/T] — > S est le morphisme 
structural. 

D'après le théorème de changement de base pour un morphisme propre, on a 
^*[/]*Q^ = /*Q^ et donc Tv*[f]^Qi = Tv*e* f^Qi puisque e o % est l'identité de S. Comme 
TT est lisse à fibres géométriquement connexes, on en déduit que 

p^H:"([/].Q,) = PJ{"(£7*Q£) = e*pj{^{me) 

pour tout entier n (cf. la Proposition 4.2.5 de [B-B-D]). 

Soit X*{T) le faisceau étale sur S dont les sections sur un ouvert étale V de S sont les 
homomorphismes VxsT — > Gm,v- D'après la théorie de Chern-Weil on a ÎK"(£*Q^) — (0) 
pour tout n < et pour tout n impair, et pour tout entier n > 0, on a un isomorphisme 



i>0 



'(T)(-l)]2- := Sym^^ (X*(T) Q^,5(-l)) ^ ^^K^^ie. 
induit par la fièche 



X*{T)^Ji\eMi^) 
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qui envoie un caractère x sur la classe de Chern du fibré inversible sur [S/T] obtenu en 
poussant le T-torseur tautologique par x'-T ^ îîm,s- 

La structure multiplicative et le morphisme [/]* munissent la somme formelle de 
faisceaux pervers 

n 

ainsi que la somme formelle de faisceaux pervers 

n 

pour tout de structures de Q^[X*(r)(— l)]-modules gradués où 

Q,[X*(T)(-1)] :=0Q,[X*(T)(-1)]2- 

n 

est vu comme un faisceau en Q^-algèbres graduées. Ces sommes infinies de faisceaux 
pervers n'ont a priori pas de sens. En fait il s'agit juste d'une façon commode d'écrire les 
choses : on pourrait très bien travailler degré par degré. 

Supposons de plus que, pour un caractère kq particulier de A, les faisceaux pervers 
P!K"(/*Q^)«;q sont purs de poids n pour tous n^'L. 

Proposition A. 1.1. — Sous cette hypothèse, il existe un isomorphisme 

0^:K-(/fQ^)Ko = ( 0^^h;"(/.q,)«J ®q,,, Q,[x*(r)(-i)]. 

En particulier, cette somme directe est un module libre de type fini sur Q^[X*(T)(— 1)]. 
Démonstration : On a la suite spectrale de Leray 

= p:K^(£.pj{n[/]*Q^)) ^ ""^"^'{flQe)- 

compatible à l'action de A. Or on a vu que ''^K^([/]*Q^) = £*P!K^(/*Q£) pour tout entier 
q, de sorte que la formule de projection permet de récrire le terme E'f^ de cette suite 
spectrale sous la forme 

Comme £*Q^ est à cohomologie ordinaire lisse sur S', on a encore 
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On en déduit la suite spectrale 



Ko • 



Le Q^-faisceau lisse "K^ie^.Qi) étant pur de poids p, l'hypothèse de pureté du faisceau 
pervers ^Jï'^ (f^T) implique que cette dernière suite spectrale dégénère en E2 puisque 
toutes ses flèches d^'^ relient des termes de poids différents et sont donc nécessairement 
nulles. 

□ 

Le triangle distingué habituel 

[j]\Q£,[U/T] Q£,[X/T] [i\*Q£,[Y/T] ^ 

induit un triangle distingué 

qui induit à son tour une suite exacte longue de faisceaux cohomologie perverse sur S 



Cette suite exacte est équivariante par rapport à l'action du groupe de type fini A et 
induit donc une suite exacte 



On en déduit une flèche 



n n 

et une flèche de restriction 



l'ié^tj Ko 



*\tljKo 



qui sont Q^[X*(T)(— l)]-linéaires graduées. Ici, on a 

Q'-K^UlMÙ.o = (0^:h;"(^.Q,)«, ) ®Q,,, Qe[X%T){-l)] 

n \ n 

puisque T agit trivialement sur Y. 
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Proposition A.1.2. — Le <[^i[X*{T) {-!)]- module gradué ®n'^'K'^{fJ[j\\Qi) est de 
torsion. 

Démonstration : Notons h = f o j : U S et [h] : [U/T] — > B{T/S) le morphisme 
quotient de h par l'action de T. On a 

où e : B{T/S) S est le morphisme structural. 

On va en fait démontrer plus généralement que pour tout ^'-schéma h : U ^ S de 
type fini, muni d'une action de T qui relève l'action triviale de T sur S et qui est sans 
point fixe, le faisceau pervers 

0PJ{-(£,[/l]!Q,) 
n 

sur s en modules gradués sur le faisceau de Q^-algcbres Q^[X*(T)(— 1)] est de torsion. 

L'énoncé est local pour la topologie étale sur S. On peut donc supposer que T = g 
pour un entier r > 1, ou ce qui revient au même que l'on a une action de T = ^ sur 
X au-dessus de l'action triviale de T sur S. 

Il existe une filtration finie de U par des parties fermées T-invariantes 

U = Uq D Ui D ■ ■ ■ D Up D Up+i D • • • 

et pour chaque p, un sous-tore Tp <zT tel que, quel que soit le point géométrique x de 
:= Up — Up+i, la composante neutre du fixateur C k{x) <S>kT de x n'est autre que 

k{x) (g)k Tp. 

Alors, si on note : S la, restriction de /i à la partie localement fermée 

= Up — Up+i de ?7, on a la suite spectrale 

Par suite, il suffit de vérifier que chaque faisceau pervers en Q^[X*(T)(— l)]-modules 
gradués 0„ ^^^"'(e* [/i^JiQ^) est de torsion. 

On peut donc supposer dans notre problème initial qu'il existe une sous-tore T' C T 
tel que, quel que soit le point géométrique x de U, la composante neutre du fixateur 
Tx C K,{x) <SikT de X est égale à k{x) ®k T'. 

Fixons arbitrairement un sous-tore T" C T tel que la fièche produit T' XkT" ^ T est 
surjective et à noyau fini. On remarque que T" agit sans point fixe sur U puisque T agit 
sans point fixe sur U. 
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On a un diagramme commutatif à carré cartésien 

[U/{T' Xfe T")] [U/T] 

[h]' [h] 
t Y 

[S/{T' Xfe T")] [S/T] 




où les flèches horizontales sont induites par l'épimorphisme T' x ^ T" ^ T et sont des 
gerbes finies, où les fièches verticales sont induites par h et où les fièches obliques sont 
les morphismes structuraux. 

On a donc un isomorphisme de restriction 



de faisceaux pervers en Q£[X*(T)(— l)]-modules gradues, où bien entendu Qi[X*{T){—l)] 
agit sur le but via l'inclusion X*{T) ^ X*{T' x^ T"). Comme le conoyau de cette 
inclusion est de torsion, pour démontrer notre assertion il sufîit donc de vérifier que 
chaque faisceau pervers en Qi[X*{T' Xk T")(-l)]-modules gradués 0„ P^K^(£l[/i]ÎQ^) 
est de torsion. 

On peut donc supposer de plus dans notre problème initial que T = T' x^T" . 

Comme [h] : [U/T] [S/T] est alors le produit du T'-torseur universel S [S/T'] 
par le morphisme \U /T"] — > [S/T"] induit par h, on voit par application de la formule 
de Kùnneth que l'on peut supposer en outre dans notre problème initial que T' = (1), 
c'est-à-dire que T agit librement sur U . 

On a donc un S'-schéma de type fini h : U ^ S sur lequel le tore T = agit 
librement. Le S'-champ algébrique quotient [U/T] est alors un S'-espace algébrique. Il 
admet donc un recouvrement ouvert pour la topologie étale (par des schémas afl&nes si 
l'on veut) qui trivialise le T-torseur U [U/T]. Par image inverse sur U, on obtient 
alors un recouvrement ouvert T-équivariant {Ua)aeA de U pour la topologie étale et, 
pour chaque a E A, un morphisme de fc-schémas (fia '■ Uq, —>■ T tel que 

(Pa{t ■ x) = tipa{x). 

Pour toute partie S de A on note Ub — Y\aeB^^ot/U) «l'intersection» des ouverts U^ 
pour a & B et Hb '■ Ub ^ U S le morphisme canonique. 
La suite spectrale 



\B\=l-p>0 
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pour le recouvrement {\Ua./T])aeA de \U/T] montre qu'il suffit de vérifier que les 
Q^[X*(T)(-l)]-modules gradués 0„ pîK'^(£*[/i]b,!Q^) pour B parcourant l'ensemble des 
parties de A, sont tous de torsion. 

On peut donc supposer dans notre problème initial qu'en plus de toutes les hypothèses 
déjà formulées, il existe un morphisme de /c-schémas (p :U ^ T tel que 

ip{t ■ x) — tip{x). 

Mais alors le morphisme [h] se factorise en 

[h] : [U/T] [S Xfe T/T] = S ^ [S/T] 

où T agit par translation sur lui-même, où pr^- : S T — > 5 est la projection 
canonique et où [pr^] est donc le T-torseur universel. Par suite le morphisme de restriction 
[h]* : £*Q£ — > £*[/î]*Q£ se factorise en 

[h]* -.e.Qe^^Qe^e^hUQi 

puisque e o [pr^] est l'identité de S. 

Dans le cas particulier où l'est s'est ramené, on a finalement démontré que l'idéal 
d'augmentation de Qi[X*{T){-l)] tout entier annule 0^ '^:K''{[h],Qi). □ 

On déduit de la proposition l'énoncé suivant qui est une variante du théorème de 
localisation d'Atiyah-Borel-Segal. 

Corollaire A. 1.3. — Sous l'hypothèse de pureté, la flèche 

n n 

ci-dessus est nulle et la flèche de restriction 

n \ p / 

est injective. 

Démonstration : Une fièche d'un module de torsion dans un module libre sur 
Q£[X*{T){—1)] est nécessairement nulle. La nullité de la première flèche implique 
l'injectivité de la seconde d'après la suite exacte longue. □ 

A. 2. Cohomologie équivariante de la droite projective pincée 
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Soient Y un /c-schéma et L un Oy-Module inversible. On note p : P — P(£©Oy) — > Y 
le fibré en droites projectives quotients de £ © Oy et on note ao : Y ^ V(£) C P et 
a oc '■ Y P — C P ses sections nulle et infinie. 

On fait agir Gm,Y par homothéties sur le fibré en droites V(£) ^ y et on prolonge 
cette action au fibré projectif P ^ Y. On note \p] : [P/G^^y] [Y/Gjn,Y] = ^{Gui,y /Y) 
le morphisme de champs algébriques quotient de p par cette action de Gm.,Y sur P au- 
dessus de l'action triviale sur Y. Alors [p] est un fibré en droites projectives et s'écrit sous 
la forme P(£ © ^6(0^ y/y)) pour Ob(g„, y/y)-Module inversible £. On a le diagramme : 

P ^[P/Gm] 



[p] 

Y ^BiGm,y/Y) 

On peut aussi faire agir trivialement Gui,y sur P et Y, et p passe au quotient pour cette 
action en un morphisme de champs algébriques B(p) : B{Gm,p / P) B{Gm,Y/Y) qui 
n'est autre que le fibré en droites projectives P(e^£©OB(Gm y/y)) où ey : B{Gm,Y/Y) — > 
Y est le morphisme structural. On a le diagramme : 

P B{G^,p/P) 



Y 



Bip) 

± B{G^^y/Y) 



Lemme A. 2.1. — Soit T le OB{G^Y/Y)-Module inversible universel sur le champ 
classifiant B{Gni,y /Y) . Alors on a un isomorphisme canonique 

de OB{Gm Y /Y)-Modules inversibles. □ 
Compte tenu de ce lemme, on a comme pour tout fibré en droites projectives : 
Proposition A. 2. 2. — La somme 

b]*Q^,[P/G^,y] Qi,[Y/G^,Y] ® '^i,[Y/G^,Y] 

des flèches de restriction induites par ao et ctoo est canoniquement isomorphe à la flèche 

Q£,[Y/G^,y] ® QA[i"/Gn.,v][-2](-l) Qi,[Y/G^,Y] ® Qe,[Y/G^,Y] 

a © 6 1-^ (a + c{b)) © (a - c{b)) 
où la classe de Chern c — ci(£) : Qt^y/Gm 1) — > Q.i,[y/g^ y\ de est la somme 

c = t + ey(c) 

de la classe de Chern t = ci(T) de T et de l'image réciproque par ey de la classe de 
Chern c — ci(£) de L. □ 
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Corollaire A. 2. 3. — La flèche de restriction 

induite par cxo et aoo est canoniquement isomorphe à la flèche 
Qi,Y [-2n] (-n) © Qi,Y [-2n - 2] (-n - 1) 

n>0 n>0 

^ 0QA>^[-2n](-n) © 0Q^,r[-2n](-n) 

n>0 n>0 

définie par 

©n(an © ^ ©n ((On + &n + Cn+l(fcn+l)) © («n - &n - Cn+l(fen+l))) 

OÙ Cn+1 : Q^,"k[— 2n — 2](— n — 1) — >• Q^^y [— 2n](— n) est induit par la première classe de 
Chern c de L. □ 

Notons q : P — {ao{Y) U aoo{Y)) ^ Y le Gni,F-torseur complémentaire des sections 
nulle et infini et [q] : Y = [P — (o-qÇY) U croo(^))/Gm,y] — >■ [i^/Gm,y] le quotient de q 
par l'action de Gm,Y de la structure de torseur. La flèche de restriction ci-dessus s'insère 
dans le triangle distingué 

£Y,*[(lWe,Y £y,*[p]*Q£,[P/G^ y] £Y,*Ql,B{G^ y) © eY,*Ql,B{Gm y) ^ ^[l] 

' V ' ^ V ' ^ '■ V — ' 

A B C 

dans la catégorie dérivée des faisceaux £-adiques sur Y. 

Soient maintenant 5" un /c-schéma, g : Y S un morphisme propre de /c-schémas et 
p : P — P(£ © Oy) — s> y un fibré en droites projectives comme précédemment. 

On note £5 : B(Gm^s) — ^ •S' le morphisme structural et t la première classe de Chern du 
Ob(g^ g)-Module inversible universel, vue comme une section de 3^^(es,*Q^,B(G„i s))(~-'-)- 
On a l'anneau gradué 

J{2"(£S,*QAB(G...))(-n) = Qi,s[t] 
n>0 

et tous les autres 'K'^{es,*Qs) sont nuls. 

La première classe de Chern c : Qe,Y Q€,y[2](l) de Cj induit une flèche 

9*{c) : 9.Qe,Y ^ 9*Qe,Y[^]{l) 

et donc une flèche 

es = 0^^h:"(^*(c)) : 0p:k"(^*Q^,y) ^ 0p:H;'^+'(^*Q^,y)(i). 

n n n 
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Corollaire A. 2. 4. — Le triangle distingué 

g^A g^B g^C g*A[l] 
induit une suite exacte courte 

n n n 

en Q£,s[t]-'>TT'Odules gradués en faisceaux pervers £-adiques sur S. De plus, cette suite 
exacte courte peut être décrite comme suit. Si on note D = P^K"(5'*Q^,y) gradué par 
n, et D\t\ = D <S>q^ s Qi,s[t] o.vec la graduation diagonale, alors la suite ci-dessus est 
canoniquement isomorphe à la suite exacte 

^ D[t]®tD[t]^D[t]®D[t]^D 

où les flèches a et P sont données par 

a : doit) © tdi{t) ^ (doit) + it + cs)di{t)) © {do{t) - {t + cs)di{t)) 

et 

P : do{t) © doo{t) ^ do{-cs) - doo{-cs) 

où Csd{t) = En Csidn)t'' et d{cs) = En Cs(c^n) pOUr tout d{t) = Ei C^n^" £ D[t]. 

Démonstration : La partie Sy (c) de c étant une flèche entre cohomologies de degrés 
différents, elle ne compte pas. □ 

Comme ci-dessus soient 5" un schéma, g : Y S un 5'-schéma propre et p : P ^ Y 
un fibré en droites projectives, muni des deux sections a"o, Coo : ^ -P et de l'action par 
homothéties de G^^y- 

On considère alors un «pincement Gm^g-équivariant de P le long de ces deux sections», 
c'est-à-dire un 5'-schéma f : X ^ S muni d'une action de Gm,s, d'un morphisme Gm,s- 
équi variant de ^'-schémas p : P ^ X qui s'insère dans le diagramme 




- p est fini. 
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- p induit un isomorphisme de chacune des images de (Jq et a"oo sur le lieu des points 
fixes X'^'^ de Gm dans X, 

- p induit un isomorphisme de P — {cro{Y) U aoo{Y)) sur X — X'^'", 

Notons qu'il s'agit d'un pincement au-dessus de S et non au-dessus de Y de sorte qu'on 
ne se donne pas a priori un morphisme X — > y. 

On se donne plutôt une S'-immersion fermée i :Y ^ X d'image X'^"^ le lieu des points 
fixes de Gm agissant sur X . Cette immersion fermée est trivialement Gm,-équivariante. 
La donnée de i induit la donnée de devx automorphismes lq et too de Y tels que les deux 
carrés 





soient commutatifs. 

On munit en plus les /S-schémas y, P et X d'une action de pour un ensemble fini 
/, qui commutent aux actions de Gm,s et pour laquelle les morphismes /, g, p et i sont 
équi variants. 

On fait alors les hypothèses suivantes sur la cohomologie £-adique : 

- l'action de sur les faisceaiix pervers £-adiques ^^"'{f*Q£,x) et '^'K"'{g^:Q£^Y) se 
factorise à travers le quotient {Z/2Z)^ , 

- l'action de l'automorphisme lq (resp. 0^0) sur chaque ^^'^{g*Qi,Y) coïncide avec 
l'action d'un élément cq (resp. e^o) de (Z/2Z)^. 

Proposition A. 2. 5. — Soit k : (Z/2Z)-^ Qf un caractère tel que /î(eo) 7^ /î(eoo)- 
Alors la flèche de restriction i* en cohomologie équivariante induit sur la partie k- 
isotypique une flèche injective 

n m m 

d'image 

m m 

OÙ cs est la flèche définie avant le corollaire A. 2.4. 

Démonstration : La flèche d'adjonction Qe^x P*Qe,p induit par restriction au fermé 
i : Y ^ X la flèche 



e,Y = i M£,x i P*Me,p = i P*cro,*M£,Y ® l P*Croo,*M£,Y 

= i*i*i^o,*Qe,Y ® i*i*i^oo,*Qe,Y 
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qui est composée de la diagonale Qi^y — Q£,y © Q£,y et de la somme directe des flèches 
d'adjonction Qe,Y t,o,*ioQe,Y = io,*Qe,Y et Qe^y t'oo,*i'loQe,Y = t,oo,*Qe,Y- On a 
donc un morphisme de triangles distingués 



l,X 



9* 'Q.i,Y 



où /j. = / o p = o p, tt = 1^ j et V = (i^, —Lq)-! d'où en passant à la cohomologie un 
digramme à lignes exactes 



E " > D[t\ ® 



D[t\^^D[t\®D[t\^^D[t\ 



où on a posé E = '^'K'^U* Qi,x) et D = 0^ p?C"(£?*Qax), où d'après le corollaire 
précédent, on a -D[t] ©t-D[t] = 0^ "'"^Q^.x) et on a une formule pour la flèche a 

qui montre en particulier que a est injective. 
Prenons la partie k de ce diagramme 

D^[t] © tD^[t] D^[t] 

a' a 

D.[t] D^[t] © D^[t] D^[t] 



Par hypothèse, u a maintenant pour composantes les multiplications par /î(eo) et nie^o), 
c'est-à-dire u est au signe près l'anti-diagonale, et v est donc la flèche (— «(eoo), «(eo)), 
c'est-à-dire au signe près la somme. On en déduit que la flèche composée v' — voa envoie 
do{t) (B di{t) sur ±2do{t) et est par conséquent surjective. En considérant la suite exacte 
longue de cohomologie perverse du triangle distingué de la ligne du haut de diagramme 
ci-dessus, on obtient que u' est injective. Ceci montre que la flèche de restriction a' de 
l'énoncé est injective. En outre, son image est l'image réciproque par u de l'image de a, 
c'est-à-dire 



{d{t) e D[t] I K{eo)d{t) - K{eoo)d{t) e {t + cs)D[t]} = (t + cs)D[t], 
ce que l'on voulait démontrer. □ 
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A. 3. Une formule des points fixes 

Soit X un schéma propre sur /c = et G un /c-schéma en groupes commutatifs 
lisse de type fini qui agit sur le /c-schéma X. Notons la composante neutre de G et 
7ro(G) = G/G^ son /c-schéma en groupes des composantes connexes. On suppose que le 
A;-schéma en groupes fini étale 7[q{G) est déployé sur k. Autrement dit on suppose que 
chaque composante connexe de G admet un point rationnel sur k. On a alors 

no{G){k) = no{G)(k) = G(k)/G^(k) 

et la suite exacte 

^ G^{k) G{k) 0. 
Le théorème de Lang assure que 

G^(k) = {L,{g) := Fro\{g)g-' \ g G G(k)}. 

On considère le /c-champ algébrique quotient [X/G], la catégorie [X/G]{k) des /c-points 
de ce champ et sa catégorie [X/G]{k) des /c-points. La catégorie [X/G]{k) est la catégorie 
dont les objets sont les x E X{k) et dont les flèches de x vers x' sont les g G G{k) tels que 
g ■ X = x'.La catégorie [X/G]{k) a pour objets les couples {x, g) G X{k) x G{k) tels que 
Frobg(a;) = ^ • a;, et pour morphismes de {x,g) dans un autre objet {x',g') les h G G{k) 
tels que h ■ x = x' et que Lq{h)g = g'. 

Le groupe des automorphismes d'un objet x de [X/G]{k) est égal à 

Aut(a;) = G^(k). 

Si {x,g) G [X/G]{k), comme G est commutatif le fixateur Gx G G de x est stable par 
Frobq : G G et est donc défini sur k; le groupe des automorphismes de l'objet {x,g) 
dans [X/G]{k) est le groupe fini 

Aut{x,g) = Aut{xf'°^^ = Gx{k). 

L'ensemble des classes d'isomorphie d'objets de la catégorie [X/G]{k) est l'ensemble 
quotient 

[X/G]{k)^ = {{x,g) G X G{k) \ Frobç(x) = g ■ x}/G(k) 

où l'action de h E G{k) est donnée par h - (x, g) = {h-x, Lq{h)g). On note aussi [X/G]{k)^ 
un système de représentants de ces classes d'isomorphie. On a une application 

cl : [X/G]{k)^ ^ 7ro(G)(^) = 7ro(G)(A;) 

qui envoie la classe d'isomorphie de {x^g) sur la composante connexe de G contenant g. 
Cette application est bien définie car Lq{h) G Go{k) pour tout h G G{k). 

Le groupe fini G{k) agit sur X et donc sur les groupes de cohomologie £-adique 
H'^{k®kX, Q^), cette dernière action commutant à l'action par transport de structure de 
Gal{k/k). Pour chaque caractère x '■ '^o{G){k) — > on peut donc considérer la partie 
X-isotypique ^^{k X, Q^),^, munie de l'action de l'élément de Frobenius géométrique 
Frobg G G&\(k/k). 
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Proposition A. 3.1. — Pour tout caractère x '■ '!^o{G){k) — >• Q^, on a la formule des 
points fixes 



Remarque : L'ensemble [X/G]{k)f^ et les cardinaux | Aut(x, g) \ ne dépendent que de la 
catégorie [X/G](k) et du foncteur Frobg : [X/G](k) [X/G]{k). □ 

Pour démontrer cette proposition nous aurons besoin du lemme suivant. 
Lemme a. 3. 2. — (i) Pour tout caractère x '• G{k) — > Q^, on a 

J](-l)"lV(Frob„iï"(^®,X,Q,)^) = ^ J2 X{9)\X^''''^°'~'\ 



OU 



X^oh, og ' ={xeX{k)\ Frobç(x) =g-x}. 



(ii) La fonction g ^X^^^^" °^ | est constante sur chacune des composantes 
connexes de G. 

(iii) La trace alternée ci-dessus est non nulle seulement si x se factorise à travers 
G{k) -» TTo{G){k) et si c'est le cas on a encore 

5^(-l)-TÏ(Frob„if-(fc®feX,Q,)J = ^ xIt)!^"""'""^"! 

où, pour chaque 7 G 7ro(G)(A;), 7 G G{k) est n'importe quel élément de la composante 
connexe 7. 

Démonstration : On a par définition de la partie x-isotypique 
^(-1)- lV(Frob„ ®fc X, Qi)^) 

n 

= TgM ^ x{9)T^{^o\og-\H^{k0kX,Qe)). 

Or g est d'ordre fini puisque G{k) est un groupe fini. On peut donc appliquer la variante 
due à Deligne et Lusztig de la formule des points fixes de Grothendieck (cf. [De-Lu]) et 
l'assertion (i) du lemme est démontré. 
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Pour démontrer l'assertion (ii) il suffit de remarquer que, pour chaque h G G{k) tel 
que ^q{h) e G'^{k), on a une bijection 

D'après le Icmmc d'homotopic 3.2.3, G^{k) agit trivialement sur chaque groupe de 
cohomologie £-adique W^k^kX, Q^). Par suite, la composante x-ïsotypique est non nulle 
seulement si x est trivial sur G^{k) C G{k)^ c'est-à-dire se factorise par G{k) 7ro{G){k), 
d'oii l'assertion (iii). □ 

Démonstration de proposition : Soit 7 G G{k) dans la composante connexe 7 G 
no{G){k). Compte tenu du lemme il s'agit de montrer que 



I j^Frobq 07 ^1 ^ ^ 



{x,g)&[X/Gmt 
cl(»,S')=7 



1^(^)1 



Or l'application 

^.:X^-^^°'^-'^cr\^)c[X/Gm^ 

qui associe à a; la classe d'isomorphie de (a;, 7), est surjective puisque, pour tout 
{x,g) G cl~"'^(7), il existe h G G^{k) tel que g = Lq{h)'j et on a 

{x,g) ^h - {h~'^ •a;,7) 

où h-^ -xe xP^°b,o7-i_ 

Il ne reste donc plus qu'à vérifier que le cardinal de la fibre passant par x de 
l'application est précisément \q^'0^ \ ■ Mais cette fibre 

{x' G X'^'^^b' I 3h G G(k) tel que = /i • x et Lq{h) = 0} 
est isomorphe à G{k)/Gx{k), d'où la conclusion. □ 
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